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RESUMO. O problema tratado é o desacoplamento de um sistema MIMO, com o nimero de entradas
igual ao de saidas, bem como o controle 6timo desse sistema apds o seu desacoplamento. Numa primeira
etapa define-se uma estrutura de compensador para o sistema MIMO, que permite tornar cada saida de-
pendente de uma tnica entrada. Para o sistema desacoplado propde-se a aplicacdo de uma lei de controle
por realimentagdo de saidas, onde a matriz de ganho de realimentacéo é determinada via otimizacdo de um
indice de desempenho definido como uma fung¢do de custo quadratica. O método de controle é baseado em
LQR, através do qual adapta-se uma formula¢do LMI.

Palavras-chave: desacoplamento de sistemas MIMO, controle 6timo, regulador linear quadratico (LQR),
desigualdades matriciais lineares (LMI), realimentac@o de saidas.

1 INTRODUCAO

Da teoria basica de controle constata-se que, para uma parcela significativa de problemas, os
modelos de sistemas dindmicos lineares de tempo continuo sdo usados, com boa aproximacao,
para representar a dindmica da planta, permitindo assim o uso de métodos de andlise e de projeto
visando obter o sistema de controle desejado [4, 5,7, 11, 12]. A estrutura geral para represen-
tar, o mais aproximadamente possivel, a dindmica do sistema de malha fechada pode ser obtida
por meio de técnicas de andlise/modelagem, tais como: diagramas de blocos/func¢do de trans-
feréncia, diagrama de fluxo de sinais e modelo no espaco de estados. Uma subclasse dos siste-
mas dinamicos lineares de tempo continuo € a de sistemas de entrada inica e saida vinica (Single
Input Single Output - SISO Systems, em inglés), que podem ser identificados em aplicagdes pre-
sentes em vérios setores da sociedade como por exemplo em controle de: i) nivel de liquido
de um tanque, ii) de posi¢do ou velocidade do eixo de um motor e iii) da temperatura de uma
dada planta ou sistema térmico. Note que tais exemplos s@o gerais, cada um dos quais podendo
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aparecer numa variedade de aplicacdes particulares. Para outra subclasse de sistemas dindmicos
lineares, estes possuem duas ou mais entradas e duas ou mais saidas, sendo por isto identifica-
dos como sistemas de entradas miiltiplas e saidas multiplas (Multi Input, Multi Output - MIMO
Systems, em inglés).

Os sistemas de controle MIMO podem ser vistos em aplicacdes mais complexas, presentes em
diversos setores da sociedade tais como: hoteleiro, hospitalar, aerondutico, bancério e empreen-
dimentos em geral. Alguns exemplos desta classe de sistemas sdo: iv) chuveiro com vélvulas
separadas para dgua fria e 4gua quente, que permitem ao usudrio encontrar o fluxo e a tempera-
tura da d4gua mais confortdvel ao seu corpo, v) sistemas robéticos, onde posi¢des translacionais e
rotacionais de articulacdes sdo controladas a partir de motores de passo e vi) uma pequena aero-
nave, onde sua velocidade, altitude, direcdo e outras varidveis s@o controladas, manipulando-se
manetes ou alavancas que aumentam ou diminuem a velocidade do motor, enquanto pedais sdo
usados para controlar o leme de dire¢do, movimentando a aeronave para a direita ou para a
esquerda.

A presenca de acoplamentos em sistemas MIMO ¢é certamente uma de suas principais carac-
teristicas que os diferencia dos sistemas SISO, sendo uma das motiva¢des do presente trabalho,
cuja fundamentacgdo € introduzida na sequéncia. Cada uma das entradas de controle tende a afetar
vdrias saidas ao mesmo tempo, enquanto cada saida sofre o efeito das varias entradas, também
ao mesmo tempo. Esta interacdo entre entradas de controle e saidas de uma planta MIMO ocorre
devido a conexdes internas existentes naturalmente entre os subsistemas que compdem a planta.
Tais conexdes, chamadas de acoplamentos, se constituem num inconveniente considerdvel pois
mudangas em um lago causam mudangas em outro lagco, podendo afetar sua estabilidade e di-
ficultar o controle de todas as varidveis de saida. Neste contexto (sob determinadas hipéteses)
a inclus@o de um compensador, de modo tal que cada saida do sistema dependa de uma unica
entrada de controle, é uma alternativa para se atingir um requisito de desempenho especifico de
sistemas MIMO, denominado desacoplamento [4].

Da literatura técnico-cientifica citam-se alguns trabalhos destinados ao problema de desacopla-
mento para sistemas MIMO. O desenvolvimento de controladores para desacoplamento linear e
ndo linear, integrados por um algoritmo de controle de comutacio adaptdvel, sdo apresentados
em [27]. Baseando-se nos conceitos de dinamica ndo modelada virtual ¢ modelos lineares de
ordem inferior, em [27] desenvolve-se uma modelagem de dinamica virtual para controle adap-
tativo de sistema multivaridvel ndo linear, com requisitos de desacoplamento. Nele investiga-se
uma classe de processos industriais complexos com propriedades multivaridveis nao lineares
e fortemente acoplados, e propde-se uma plataforma para o desacoplamento de sistema mul-
tivariavel. Em [16] propde-se uma formula¢do generalizada de desacoplamento simplificado
para processos n X n, que pode ser aplicada a diferentes configuragdes, dependendo da estru-
tura de um sistema chamado desacoplador. Ap6ds a redugao do controlador, de centralizado para
descentralizado, o método proposto € adaptado para o controle PID multivaridvel.

Em [17] mostra-se uma metodologia de projeto de um preditor de Smith multivaridvel para pro-
cessos n X n com multiplos atrasos de tempo, baseado em estrutura de desacoplamento direto
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centralizado. Um desacoplador ¢é introduzido no esquema de controle visando atingir um me-
lhor desempenho. Em [18] um método de desacoplamento é proposto para uma classe de siste-
mas MIMO. O conceito de desacoplamento de Falb € utilizado visando obter uma lei de con-
trole por realimentacdo de saidas com acdo proporcional derivativo PD. Para um dado sistema
MIMO linear que satisfaca certas condi¢des (como invertibilidade a direita por exemplo) mostra-
se como obter uma realimentag@o de estado estdtica que desacople o sistema. O procedimento
consiste em encontrar um compensador de posto completo por coluna, tal que o requerimento de
desacoplamento seja alcangado.

Quanto a técnica de controle 6timo com regulador quadratico linear (LQR), trata-se de um
resultado bem consolidado da teoria de controle, o qual estd fundamentado numa equagdo
algébrica de Riccati e num critério de estabilidade de Lyapunov [1, 12]. Esta técnica consiste
basicamente na utilizagdo de uma lei de controle de realimentacido de estados (ou de saidas)
com vistas a otimizacdo de uma funcdo de custo quadrdtica. Na prética isto resulta numa
ponderacdo 6tima que combina: menor dispéndio de energia de controle com maior precisao
das varidveis a serem controladas. E uma técnica explorada em diversos trabalhos cientificos,
seja como parte de dissertacdes de mestrado [2, 10], seja como tema exclusivo em artigos ci-
entificos [13,19,20,29,33,35], bem como em aplicacdes nos setores: aeroespacial, de energia e
processos quimicos.

Outra ferramenta que faz parte da solugdo do problema tratado no presente trabalho, refere-se
a formula¢do matematica denominada Desigualdade Matricial Linear (em inglés, Linear Ma-
trix Inequality ou LMI). O conceito de LMI surgiu em 1892, com os critérios de estabilidade
de Lyapunov para sistemas dindmicos [1]. Entretanto, os avangos das pesquisas para resolver
LMI por métodos numéricos mais eficientes, renderam resultados de maior impacto somente
ha 30 anos, aproximadamente, com o uso dos algoritmos de pontos interiores. Tais avangos
possibilitaram a resolu¢do de LMI como problema de otimizacdo convexa, fortalecendo signi-
ficativamente as pesquisas no ramo do controle robusto. Com tal abordagem, citamos alguns
exemplos [6,8,9,15,31].

Aproveitando as potencialidades dessas ferramentas (LQR e LMI), encontram-se outros resulta-
dos, tedricos e aplicados, que reunem o controle 6timo-LQR e o controle robusto-LMI, permi-
tindo obter requisitos de robustez e otimalidade para uma mesma planta [28, 32, 36]. Pela sua
importancia pratica, destacam-se na sequéncia outros trabalhos que combinam essas duas ferra-
mentas (LQR e LMI). Em [22] a metodologia € aplicada a uma classe de sistemas mecanicos,
como no controle de vibracdes, considerando incertezas no modelo de um sistema de suspensao
ativa, e uma falha no atuador; oscilacdes de vibracdes mecanicas sdo atenuadas pela técnica
proposta. Outros exemplos sdo os conversores de ponte ativa dupla (DAB) [36] e um sistema
de energia alternativa com vdrias unidades fotovoltaicas, conectadas a rede de distribuicdo de
energia elétrica convencional [34].

Pelo menos uma vantagem no uso da técnica LMI em solugdes de controle 6timo-LQR pode ser
evidenciada, de acordo com a comparagdo descrita na sequéncia. Do ponto de vista de espaco
matricial paramétrico, uma desigualdade matricial linear corresponde geometricamente a uma
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regido maior do que a regido correspondente a uma igualdade matricial linear. Por conseguinte,
para um sistema de controle, o problema de otimiza¢dao de uma funcdo de custo quadrética, sob
restricdo LMI, oferece mais graus de liberdade do que o problema de otimizacdo da mesma
fungdo objetivo, sob restricdo da equagao algébrica de Riccati. Por oferecer mais graus de liber-
dade, o controle combinando LQR com LMI pode ter impacto maior no valor 6timo da funcgdo
de custo quadratica do que o controle LQR convencional.

Neste trabalho propde-se um método de projeto de sistema de controle que permite: i) inicial-
mente o desacoplamento de uma planta MIMO quadrada (nimero de entradas igual ao nimero
de saidas), que pode ser visto como uma decomposi¢do da planta MIMO em subsistemas SISO;
em seguida ii) o controle 6timo do sistema desacoplado, que consiste na otimiza¢do de uma
funcdo de custo quadrdtica por meio de uma formulacdo LMI, para cada subsistema SISO decor-
rente do desacoplamento anterior. Para a etapa ii) de controle, aplica-se a técnica de LQR, sob
uma formulacdo LMI. Ademais, em toda fundamentac¢do preliminar aos resultados, o trabalho
contém uma andlise comparativa: de sistemas SISO em relagdo a sistemas MIMO, explicitando-
se diferencas estruturais importantes que refletem na diferenga de complexidade de uma classe
de sistemas em relacdo a outra, e consequentemente na solucio de problemas de controle.

Na etapa inicial do método proposto no presente trabalho, o desacoplamento de uma planta
MIMO nao requer que sua matriz de transferéncia seja invertivel. Esta é uma particularidade
importante deste trabalho pois isto implica que a proposta pode ser aplicada independentemente
de a planta ser ou ndo ser invertivel, diferentemente dos trabalhos citados sobre este tema, que
requer invertibilidade da planta. Outra particularidade importante € que na etapa de controle
propde-se uma formulacdo LMI, obtida a partir da conversao da equacgdo algébrica de Riccati em
uma LMI, usando uma manipulagdo algébrica e aplicando uma ferramenta algébrica denominada
complemento de Schur. Como ja foi mencionado nesta secdo, a vantagem de se usar a técnica
de otimizacao da fun¢do de custo quadratica sob restricdo LMI, € a possibilidade de se explorar
os graus de liberdade proporcionados pelas matrizes paramétricas contidas nessa LMI, uma vez
que no algoritmo correspondente tais matrizes nao tém seus valores fixados, pelo menos na sua
totalidade.

Em resumo, salvo melhor interpretacdo, entende-se que a integragcdo do desacoplamento de uma
planta MIMO (evitando interagdes de todas as entradas de controle com todas as saidas a serem
controladas) com uma etapa posterior de otimizac¢do de uma funcdo de custo quadratica via LQR,
sob uma restricdo LMI (proporcionando mais graus de liberdade dos pardmetros de controle), po-
tencializa o método de projeto, no sentido de obter boas caracteristicas de estabilidade, robustez
e otimalidade para sistemas dindmicos. Nesta pesquisa, trabalhos com esta integragdo (Desa-
coplamento MIMO mais LQR e LMI) ndo foram encontrados na literatura técnico-cientifica.
Um trabalho futuro visando estender estes resultados pode ser densenvolvido considerando uma
entrada de referéncia na lei de controle 6timo-LQR.

Este trabalho estd organizado conforme descrito a seguir. Nesta Secdo faz-se uma
contextualizacdo do problema tratado e da solu¢do proposta, na qual destaca-se a sua importincia
e citam-se alguns trabalhos relacionados. Na Se¢do 2, intitulada Preliminares, faz-se uma anélise
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comparativa, de sistemas de controle SISO com sistemas de controle MIMO; conceitos es-
pecificos de sistemas MIMO sdo destacados. Na Sec¢do 3 o problema tratado € apresentado, o
qual esta desmembrado em duas etapas, distribuidas em duas subsec¢des, respectivamente. Na
Secdo 4 apresenta-se uma proposta para o desacoplamento de um sistema MIMO, que consiste
na introdu¢@o de um compensador, tal que cada saida do sistema compensado torna-se depen-
dente de uma Unica entrada, dando origem a subsistemas SISO. Na Secdo 5, apresenta-se uma
proposta de otimizacdo de um indice de desempenho quadritico baseado em LQR, para cada
subsistema SISO decorrente do desacoplamento, adaptado a uma formulagdo LMI. Na Secdo
7, um exemplo numérico, testado com auxilio do MATLAB, refor¢a a coeréncia dos resultados
propostos. E na Secdo 8 apresentam-se as conclusdes.

2 PRELIMINARES

Nesta secdo faz-se uma andlise comparativa e geral entre os sistemas de controle SISO e os de
controle MIMO, e uma revisdo conceitual resumida de caracteristicas especificas de sistemas
MIMO.

2.1 Sistemas de controle SISO comparados aos de controle MIMO

Para modelagem, andlise e controle de sistemas SISO existe uma variedade de conceitos, métodos
ou técnicas, consolidadas em engenharia de controle. Fazem parte dessa variedade: i) modelagem
por fungdo de transferéncia, ii) diagrama de fluxo de sinal, iii) espago de estados, iv) as proprie-
dades de controlabilidade e observabilidade, v) a técnica de diagramas de Bode, vi) os critérios
de estabilidade de Nyquist, vii) o método de lugar das raizes, viii) técnica de posicionamento
de autoestrutura, ix) férmula de Ackermann para posicionamento de pélos, x) controle Gtimo
via LQR. Embora alguns desses conceitos e métodos possam ser aplicados também a classe
de sistemas MIMO, como por exemplo as propriedades de controlabilidade e observabilidade,
técnica de posicionamento de autoestrutura e controle 6timo via LQR, outros ndo sdo aplicéveis,
pelo menos de forma Unica e direta, como por exemplo o conceito de funcdo de transferéncia,
uma funcdo escalar, que € insuficiente para a modelagem de um sistema MIMO, por ter este um
vetor de varidveis de entrada e um vetor de varidveis de saida. Esta diferenca estrutural impde
limitacdes que surgem na modelagem, andlise e sintese de sistemas de controle com multiplas
entradas e multiplas saidas uma vez que esses procedimentos envolvem equagdes e operacdes
matematicas com matrizes. Ao se aplicar, por exemplo, o conceito de matriz de transferéncia,
a manipulacdo das equacgdes correspondentes requer geralmente a aplicacao de operacdes ma-
triciais, de multiplicacdo (ndo comutdvel) inversdo (que exige a existéncia da inversa), e ainda
a limitacdo de que a operacdo de divisdo de matriz por matriz ndo € possivel. Por outro lado,
os sistemas de controle com uma unica entrada e uma unica saida podem ser modelados, ana-
lisados e projetados usando o conceito de funcdo de transferéncia (dentre outros conceitos e
principios), que implica em equagdes envolvendo escalares, cujas manipulagdes algébricas sao
comparativamente mais simples.
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2.2 Desacoplamento

Conforme mencionado anteriormente, o desacoplamento de um sistema MIMO ¢é em geral ne-
cessario para evitar dificuldades de estabilidade ou de controle de todas as varidveis de saida ao
mesmo tempo. Este pode ser total ou parcial dependendo das caracteristicas da planta (nimero
de entradas igual ou diferente do nimero de saidas, sujeita ou ndo a perturbacdes) e das
especificacdes de projeto. Uma vez desacoplado, o sistema MIMO torna-se equivalente a um
conjunto de subsistemas, parcial ou totalmente desacoplados entre si. Para o caso de desaco-
plamento total de um sistema (diagonalizacdo da sua matriz de transferéncia), os subsistemas
dele decorrentes sdo SISO cujas alternativas de controle sio amplamente conhecidas da teoria e
aplicadas em diversificados sistemas praticos. O desacoplamento total pode ser visto como uma
decomposi¢do de um sistema MIMO em vérios subsistemas SISO, cuja quantidade depende do
nimero de saidas do sistema original MIMO [4].

2.3 Descentralizacao do controle e estrutura interna de sistemas MIMO

A descentraliza¢do do controlador, ou seja, a instalagdo de um controlador para cada subsis-
tema componente do sistema MIMO, em vez de um tnico controlador central, torna-se um re-
quisito de desempenho mais vidvel no projeto de controle para muitos problemas praticos. A
descentralizacdo do controle é recomenddvel quando ha restricdes inerentes ao sistema, impos-
tas pela sua estrutura em rede distribuida, dificuldades técnicas ou econdmicas, que inviabili-
zam a centralizacdo do controle e a realimentacdo das saidas a serem controladas. Um sistema
MIMO sob controle descentralizado estd ilustrado pelo diagrama em blocos da Figura 1, onde
S1, §2 e S3 representam os subsistemas e C1, C; e C3 s@o os controladores associados, respec-
tivamente. As acdes de controle sdo aplicadas sobre os subsistemas, enquanto os controladores

C,

U S Y1
1

|
Y2 S, Y
C,

u3 83 y3

G,

Figura 1: Sistema MIMO sob controle descentralizado.

devem atuar de forma coordenada para atingir o desempenho global desejado. A descentralizagdo
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ndo garante, por si s6, o desacoplamento (remog@o das interconexdes) entre os subsistemas. No
controle de sistemas de grande porte (como os Sistemas Elétricos de Poténcia, por exemplo) a
descentralizacdo do controle € bastante conveniente.

Uma consequéncia simplificadora ao se aplicar o controle completamente descentralizado para
sistema MIMO ¢ que algumas intera¢des podem ser tratadas como uma forma de perturbagao [4].

3 FORMULACAO DO PROBLEMA

O problema tratado estd organizado em duas etapas. Na primeira etapa o objetivo é a
determinacdo de um compensador para uma planta MIMO, tal que cada saida torne-se depen-
dente de uma unica entrada. Na segunda etapa busca-se determinar uma matriz de realimentagio
de saidas, que garanta a estabilidade do sistema de malha fechada e minimize uma funcdo de
custo quadrética sob uma restricio LMI.

3.1 Primeira etapa - Desacoplamento de Sistemas MIMO

Considerando uma planta MIMO de m entradas e m saidas, a relacdo entre a transformada de
Laplace do vetor de saidas, Y (s), e a transformada de Laplace do vetor de entradas, U (s), em
termo da matriz de transferéncia, Gp(s), € dada por:

Y(5) = Gr(s)U (s) G.1)
onde:
Ui(s) Yi(s) Gpii(s)  Gpia(s) -+ Gpim(s)
o= | = | oty | G G
Un(s) Tals) Gom(5) Gos) =+ Gp(s)

A i-ésima saida desse sistema pode ser escrita da seguinte forma:

m
Yi(s) = Gpii(s)Ui(s) + Y Gpij(s)U;(s), sendo j # i (3.2)

j=1
Portanto, considerando cada saida expressa por (3.2), a planta MIMO (3.1) pode ser representada
pelo diagrama em blocos da Figura 2, o qual d4 uma nocao fisica de sua estrutura. Através desse
diagrama observa-se um conjunto de interconexdes (acoplamentos) entre os subsistemas repre-
sentados pelos elementos da matriz Gp(s) = [Gp;;(s)]. A ideia de se tratar um sistema MIMO
como um conjunto de subsistemas SISO pode ser vista como um caso particular da situagdo
mais geral de representacdo de um sistema MIMO por um conjunto de subsistemas MIMO,
com menos interagdes entre eles. Do sistema de equagdes (3.2) observa-se que cada saida Y;(s)
depende ndo somente da entrada U;(s), como tambem das demais m — 1 entradas U;(s). Em
muitas situagdes praticas o efeito de algumas dessas entradas em cada saida pode representar

perturbagdes significativas.
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U1 (S) G pl1 (s)
U 2 (S) > G p12 (5)

Yi(s)

G plm (S)

G pml (S)

G pm2 (S)

Y_ ()

m

K@) K@%

U m (S) Gpmm(s)

Figura 2: Estrutura de uma planta MIMO geral com m entradas e m saidas.

Neste contexto, um requisito de desempenho desejavel especificamente para sistemas MIMO é
o desacoplamento, que corresponde a situa¢do de funcionamento na qual cada saida depende
de uma unica entrada (desacoplamento total - diagonaliza¢do do sistema). Um dos problemas
tratados neste trabalho consiste basicamente em propor hipdteses tais que, para uma dada planta
MIMO, obtenha-se um compensador que permita viabilizar o desacoplamento total da planta,
bem como ajustar sua resposta, multivariavel, por meio de uma escolha adequada de polos para
o sistema desacoplado. Uma formulagdo matematica para este problema consiste em determinar
um compensador, de matriz de transferéncia G¢(s), a ser conectado a uma dada planta MIMO,
de matriz de transferéncia Gp(s), tal que o sistema compensado assume a forma

Y(s) =Gp(s)U(s) 3.3)

onde Gp(s) é a matriz de transferéncia desejada para o sistema, a qual tem a forma diagonal

Ga1(s) 0 e 0
Goly=| o WO (3.4
00 Gl
Portanto, a i-ésima saida do sistema (3.3) pode ser escrita da seguinte forma:
Yi(s) = Gui(s)Ui(s), comi=1,....m (3.5)

Note que enquanto cada saida do sistema original, expressa por (3.2), depende de todas as
entradas, cada saida do sistema desacoplado, expressa por (3.5), depende de uma tinica entrada.
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3.2 Segunda etapa - Controle 6timo com base em LQR

Devido a dificuldades de solu¢do numérica para o controle centralizado sobre o sistema (3.3),
aplica-se um cotrole descentralizado a cada subsistema SISO (3.5). Uma vez que a técnica de
controle 6timo baseada em LQR € aplicavel para modelos no espacgo de estados, cada um dos m
subsistemas SISO (3.5) deve ser convertido preliminarmente para o seu equivalente no espaco de
estados, adquirindo a forma geral

Xi(l) = A,’X,’(l‘) -I—Biu,'(t)
yi(l) Cl-x,-(t) +Diu,‘(t)
na qual x;(¢t) € R, u;(t) € R e y;i(t) € R representam, nesta ordem, o vetor de varidveis de
estado, a entrada de controle e a saida medida. As matrizes A;, B;, C; e D; possuem dimensdes

(3.6)

compativeis com o subsistema (3.6).

Hipotese. Assume-se que o susistema (3.6), com D; = 0, satisfaz a condi¢@o de controlabilidade
de saida, que é

T
(C:B)"
(GAiB;)"
posto | | (GA?B)T —1 (3.7)
(CAT BT
Considerando uma lei de controle de realimentacdo de saida u;(r) = —K;y;(t) aplicada ao

subsistema (3.6), obtém-se o subsistema de malha fechada correspondente, dado por:
Xi(l) = (Ai —B,-K,-C,-)xi(t)
yi(t) = Cxi(r)

no qual o escalar K; representa o ganho do controlador. O problema de controle tratado é deter-

(3.8)

minar um escalar K; 6timo para cada susistema (3.6) tal que cada subsistema de malha fechada
correspondente (3.8) seja estdvel e o seguinte indice de desempenho quadrético J; seja minimo

Ji= /0 yi" (1) Qiyi(r) + wi” () Riui (1)) dt (39
sob a restrigdo LMI

ATP,+PA; PB;

<0 3.10
e R, (3.10)

sendo P, = PiT >0, 0; = QiT >0, CiTCi >0eR;, = RiT, com P, Q; e R; ndo singulares.

O escalar K; € tal que R;K;C; = Bl.TPi, sendo C; de posto 1; e o indice de desempenho definido
em (3.9) é particularmente equivalente a J; = xoTon, sendo x, o vetor de estados no instante
inicial; enquanto a formulagdo LMI (3.10) € obtida de uma equagdo algébrica de Riccati. A
referida formulag@o pode ser obtida com base na teoria de controle linear 6timo quadratico, e em
particular aplicando-se uma manipulagdo algébrica, juntamente com o complemento de Schur,
conforme detalhamento contido na Secao 5.
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4 DESACOPLAMENTO DE UMA PLANTA MIMO

Nesta sec¢do apresentam-se hipéteses que permitem o desacoplamento, com a livre escolha de
polos, para uma planta MIMO, aplicaveis como etapa preliminar ao controle 6timo abordado na
Secdo 5. Esta ideia estd formalizada através do teorema seguinte.

Teorema 1. Para uma planta MIMO com matriz de transferéncia Gp(s) = [Gpij(s)], m por m,
representada pelo modelo em diagrama de blocos da Figura 2, existe um compensador a ser
conectado de maneira tal que o sistema resultante assume a forma diagonal desejada

Yi(s) Gai(s) 0 0 Ui (s)
Y2(s) 0 Gar(s) - 0 Ua(s)

: - : : : : : @.1)
Y (s) 0 0 coo Gam($)| | Un(s)

se a matriz de transferéncia do compensador, Gc(s) = [Gij(s)], m por m, é uma matriz cujos

elementos satisfazem a condigcdo

N Gui(s) — Gpij(s) parai=j
Geyls) { ~Gpij(s) parai# j *2

onde as fungdes de transferéncia Gy;(s) sdo os elementos da diagonal principal da matriz de

transferéncia do sistema resultante (4.1).

Prova. Sem perda de generalidade, para uma planta MIMO de 2 entradas e 2 saidas, com matriz
de transferéncia Gp(s) = [Gpij(s)], considere um compensador de mesma ordem, com matriz
de transferéncia Gc¢(s) = [Geij(s)], cuja entrada € conectada a entrada da planta, e cuja saida
¢ injetada na planta, segundo um esquema feedforward equivalente ao diagrama em blocos da
Figura 3. Desta forma, as varidveis de saida do sistema resultante sdo expressas por

Yi(s) = [Geui(s)+Gpui(s)|Ui(s) + [Gera(s) + Gpra(s)|Ua(s)
Ya(s) = [Gear(s) +Gpa1 (5)]U1(s) +[Geaa(s) + Gpoa(s)]Ua(s)

Uma vez satisfeita a condi¢do (4.2), o sistema de quagdes (4.3), compactado numa equagio

4.3)

matricial Unica, assume a forma diagonal

[Yl (s) Gai(s) 0

0 Gdz (S)

U] (S)
Uz(s)

4.4
Ya(s) 4.4

Por meio de uma deducdo andloga a esta, que resultou no sistema (4.4), obtém-se o resultado
generalizado (4.1), para uma planta MIMO de ordem m qualquer.

Para concluir esta secdo destacam-se dois resultados centrais. O primeiro deles € que a forma
diagonal (4.1) permite o desacoplamento pretendido para uma planta MIMO, com m entradas e
m saidas. Além do desacoplamento, a escolha dos polos de Gy;(s) pode ser feita visando obter
outros requisitos de desempenho, tais como a melhoria de caracteristicas para a resposta temporal
de cada um dos subsistemas SISO Y;(s) = G;(s)U;(s).
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G (8)

U, (s) G pl1 (s)

G1,(S)

Yi(s)

G(S)
——G(9)

_— 3

Gp21(s)

Uz(s) - ! szz(s)

Y,(8)

RO

—G c22 (S)

Figura 3: Planta MIMO de 2 entradas e 2 saidas com desacoplamento.

5 CONTROLE OTIMO COM BASE EM LQR

Nesta secdo apresenta-se uma proposta de controle 6timo, descentralizado por subsistema SISO
caracterizado anteiormente, que tem como objetivo a minimizacdo de um indice de desempenho
quadratico sob uma restricio LMI. Esta idéia estd formalizada por meio do Teorema 2, e tem
como base a técnica de controle 6timo conhecida como LQR.

Teorema 2. Suponha que cada subsistema (3.6), com D; = 0, satisfaz a condi¢do de contro-
labilidade de saida (3.7). Considere uma lei de controle de realimentacdo de saida do tipo
ui(t) = —K;yi(t) a ser aplicada ao subsistema (3.6), de modo que o subsistema de malha fe-
chada (3.8) seja estdvel. Existe um escalar K; otimo tal que a fungdo de custo quadrdtica de-
finida por (3.9) seja minima, se existirem matrizes otimas P; = PiT >0eR; = RiT, tais que a
funcdo quadrdtica J; = xI Pix, seja minima sob a restricdo (3.10), onde x, é um vetor de estados
no instante inicial.

Prova. Substituindo a lei de controle u;(t) = —K;y;(t), na expressdo (3.9), ja considerando a
equacdo de saida y;(r) = Cix;(t), obtém-se

Ji= /0 x! (1)[CT Q,Ci 4+ CT KT RiKCi]x;(1)dt (5.1)
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Existe uma relagdo direta entre fungdes de Lyapunov e indices de desempenho quadraticos
generalizados [1] - pag. 880. Com base nesta referéncia define-se a fungdo de Lyapunov

o (1) =~ LI ()R] 52

onde F; = [CZT 0:C; —|—CiT KZTRiKiCi], presente em (5.1), € uma matriz simétrica e definida (ou
semidefinida) positiva. Desenvolvendo a derivada do lado direito de (5.2) tem-se

xf (1) Fxi(t) = —x] (1)Poxi(t) —x] (1) P (1) (5.3)
Substituindo a equagdo de estados do subsistema (3.8), e sua transposta, na Equacao (5.3), resulta
x] (1) Fixi(t) = —x] (1)[(Ai = BiKC))" P, + Pi(A; — BiKiCy) xi(t)
ou
(AT — CTK! BI )P, + Pi(Ai — BiKC;) + CT KT RiKiCi + CT QiC; = 0

Usando um artificio matematico, que consiste em adicionar a matriz nula Oy, x,, = P;B;R; 1BL-TP,- —
P.B;R"'B! P, 4 equagio anterior, tem-se

AT P+ PA;+ [~C] K] B] P, — PBiKiCi + C] K] RiKiC; + PiBiR "' B[ P}
—PBR;'BIP,+CT0iC; =0 (5.4)

A minimiza¢do do indice de desempenho J;, em termos de K;, requer que toda parte destacada
entre colchetes seja nula, ou equivalentemente

PBi(R'B'P,— K,C;) + CT KT (R:K:C; — BT ;) = 0 (5.5)

Note que a combinagdo das equagdes (5.4) e (5.5) resulta na equagao matricial a seguir, conhecida
da teoria de Controle Otimo como Equacdo algébrica de Riccati.

Al P,+PA;—PBiR;'B{ P, +C 0,Ci =0

Visando converté-la numa desigualdade matricial, esta é reescrita como
Al P,+PA;—PBiR;'B] P, = —C] QiC; (5.6)
Sabendo que Q; >0e CiT C; > 0 entdo —C,-T 0:C; < 0 e portanto a Equacdo (5.6) € equivalente a
AlP.+PA;—PBiR'B[ P, <0 (5.7)

Aplicando o complemento de Schur a esta desigualdade, chega-se a (3.10), como se queria de-
monstrar. Considere a integral de (5.2), nos limites de zero a infinito, e que o subsistema de
malha fechada (3.8) € estdvel, o que implica em x;(e0) = 0. Demonstra-se que a funcdo objetivo
a ser minimizada é J; = xJ Pxo.
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Sabendo que K; é um escalar diferente de zero, entdo a igualdade (5.5) € satisfeita se
R7'BI P —KiC; = RiKC;— B[ P, =0 (5.8)
ou
K; =R 'B PCT (5.9)

Portanto, uma vez definida a matriz R; e encontrada a matriz P; 6tima, tais que a funcdo de custo
quadratica J; = xg Pixp assuma um valor minimo, sob a restricdo matricial (5.7), que é equivalente
a (3.10), o passo seguinte é o calculo da matriz de realimentagdo K; 6tima, usando a equacio
acima.

6 ALGORITMO PARA PROJETO

Com base nos resultados principais, contidos nas Secdes (4) e (5), apresenta-se nesta se¢do um
procedimento para o projeto de um compensador de desacoplamento, em primeira etapa, e de
uma matriz de realimentacdo de saidas 6tima, em segunda etapa.

Passo 1 Para uma dada planta MIMO, com m entradas e m saidas controldveis, determina-se a
matriz de transferéncia:

Gpui(s)  Gpra(s) -+ Gpim(s)
Grls) = sz.1 (s) sz.z(S) - szfn(S)
Gpmi (s) Gme(S) GPMW!(S)

Passo 2 Especifica-se a matriz de transferéncia para o sistema diagonal desejado (4.1), sob a

forma:
Gau(s) 0 - 0
0 Gy - 0
GD (S) =
0 0 oo Gamm(s)

Passo 3 Determina-se a matriz de transferéncia do compensador, cujos elementos satisfazem
(4.2). Os passos seguintes sdo realizados m vezes.

Passo 4 Para a etapa de Controle Otimo, aplicando LQR com uma formulagio LMI,
determina-se inicialmente o modelo no espaco de estados (3.6) para cada subsistema
SISO (3.5).

Passo 5 Considerando a lei de controle de realimentagdo de saida u;(r) = —K;y;(t), determina-
se o ganho de realimentacgdo de saida 6timo K, tal que o sistema de malha fechada
(3.8) se mantenha estdvel e a funcdo de custo quadrética J;, definida por (3.9), seja
minimizada sob a restricao LMI (3.10).
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7 EXEMPLO NUMERICO ILUSTRATIVO

Visando demonstrar, computacionalmente, os resultados propostos neste trabalho, apresentam-
se, para um dado modelo de planta MIMO, curvas de respostas a entradas em degrau unitério,
aplicadas em instantes distintos, antes e apds o desacoplamento, respectivamente. Numa segunda
etapa, verifica-se o efeito do cotrole combinado LQR-LMI, sobre o sistema desacoplado na pri-
meira etapa. Este efeito pode ser mensurado, verificando-se a tendéncia numérica do indice de
desempenho quadritico de cada subsistema SISO, em fungdo do nimero de iteragdes. O exemplo
escolhido e suas justificativas estdo especificados na subse¢do seguinte.

Para os testes da primeira etapa, considera-se o vetor de entradas, com sua correspondente
transformada de Laplace, dado por dois degraus unitdrios, em instantes distintos 1 e 3

[l] parat>1

® 1| parat>=3 Us(s) y
up ‘| _ = 1(S _ [e S‘| (7 1)
—3s :
[MZ(I) 0| parat<l1 Uals) s
0| parat<3

7.1 Planta MIMO com acoplamento

O modelo considerado como exemplo, de [3], dado pela relacdo entre a transformada de Laplace
do vetor de saidas, Y (s), e a transformada de Laplace do vetor de entradas, U (s), envolvendo a
matriz de transferéncia da planta, Gp(s), é especificado por

10 s+10 _ 10 s+10
Yi(s) 0 Ghietio) | Vi) Y(s) = o U1 () + mieio V2(9)
= & (7.2)
Ya(s) =1 (zgﬁ Us(s) Ya(s) = LU (s) + (Szgissmuz(s)

Uma justificativa para a escolha deste exemplo € a diferenca, relativamente grande em modulo,
entre os valores singulares do par Gp11(s), Gp21(s) (ligados a entrada U, (s)) e os valores singula-
res do par Gpi2(s), Gp2a(s) (ligados a entrada U, (s)), respectivamente. Outra razdo € a presenga
de integradores no par de ganhos G,11(s) e Gp1(s).

O modelo da planta, dado por (7.2), submetido as entradas na forma (7.1), esta representado
pelo diagrama em blocos da Figura 4a. Para o referido sistema, as varidveis de saida tém o
comportamento dindmico descrito pelas curvas da Figura 4b, onde y; (¢) se estabiliza em u (¢) +
up(t) = 2, enquanto y,(¢) segue uma rampa decrescente, comprovando a interacdo de todas as
entradas com todas as saidas.
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10
@ (s+10) 2r

Y,(s)

S+10
(s* +65+10)

(2NN

v Y

Y(5)

3s -10 &
(s’ +3s+3)

(a) b)

Figura 4: Planta MIMO do exemplo numérico: (a) modelo e (b) varidveis de saida.

7.2 Planta MIMO desacoplada

Considera-se que o sistema desacoplado tem a forma particular desejada

Yi(s) w0 Ui (s) Yi(s) = i Ui (5)
= And (7.3)
Ya(s) 0 m Us(s) Ya(s) = 7“233-; 5 U2()

Portanto, com base em (4.2) e considerando as matrizes de transferéncia dos modelos, da planta
(7.2), do sistema desejado (7.3), determina-se a matriz de transferéncia do compensador

—20 —s—10
2 2
Ge (S) — | (s +22]s+120) (s +6(;+10)

N

O modelo da planta, dado por (7.2), com entradas na forma (7.1), estd representado pelo diagrama
em blocos da Figura 5a, enquanto o comportamento dinamico das varidveis de saida estd ilustrado
pelas curvas da Figura 5b. Observa-se que a saida y,(¢) se estabiliza em zero porque o polo da
entrada U, (s) se cancela com o zero de G (s).

7.3 Teste de otimizacao do indice de desempenho quadratico

Apés a conversdo de cada modelo de subsistema SISO, especificado em (7.3), para o corres-
pondente modelo no espago de estados, a etapa de controle LQR com LMI pode ser resolvida
numericamente, seguindo os passos 4 e 5 do algoritmo da Secdo 6. Com este procedimento,
determinam-se matrizes 6timas K e K, que irdo compor o sistema desacoplado, sob controle
otimo descentralizado, conforme o modelo da Figura 6a. Sabendo que a fungdo objetivo do
problema de otimizacdo é J = xg Pxp, e considerando como exemplo, os valores para o estado
incicial:

1,7058

0,9270] (para o subsistema 2)

Xo = 1,6147 (para o subsistema 1) e x, = [
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(a) (b)

Figura 5: Planta MIMO desacoplada: (a) modelo e (b) varidveis de saida.

encontram-se os resultados numéricos para a fun¢do de custo quadrética J;, em fun¢do do nimero
de iteragdes, por subistema SISO, os quais estdo plotados na Figura 6b.

Nota-se que, na iteracdo 1, J; =2,6983 é bem menor que J, = 23,7471, e na iteracdo 10, J, =
3,8576 estd mais préximo de J; = 2,6073, os quais sdo seus valores 6timos. E razovel supor que
J1 se manteve praticamente constante porque ja partiu de um valor muito préximo do seu valor
6timo, enquanto J, partiu de um valor relativamente bem maior e diminuiu significativamente
(83,7%) até o valor 6timo.

25

-K
1 20k

Ul(t) [ Xl(t) = Alxl(t) + Blul(t) L yl(t) sl

yi(t) =Cyx,(t) X J1

-K, *
5 * J
*
* * * * 3

Uz(t) Xz(t) =A2Xz(t)+Bzuz(t) yz(t)

Y, (t) = szz(t)

0

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

(@ (b)

Figura 6: Sistema de controle desacoplado e 6timo: (a) modelo e (b) fung@o de custo versus
nidmero de iteragdes.
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8 CONCLUSOES

Para sistemas de multiplas entradas e multiplas saidas - MIMO, foram apresentados resultados
que permitem o desacoplamento e o controle 6timo via LQR com formulagdo LMI. Uma anélise
comparativa de sistemas de entrada tinica e saida tnica - SISO com sistemas MIMO foi desen-
volvida ao longo do trabalho, procurando-se mostrar que o nivel de complexidade dos sistemas
de controle MIMO € maior que o nivel de complexidade dos sistemas de controle SISO, tanto do
ponto de vista da modelagem, como da anélise, bem como do projeto. Neste contexto, a presenca
de interacdes entre as entradas e as saidas de um sistema MIMO, e possiveis inconvenientes de-
correntes dessas interagdes para o seu controle, juntamente com outras particularidades, foram
abordadas. Através de diagrama de blocos, os subsistemas que formam a estrutura de um sis-
tema MIMO foram representados para ilustrar fisicamente as referidas interacdes. Os resultados
foram divididos em duas etapas, comecando pela proposi¢do de uma estrutura de compensador
que permite o desacoplamento de sistemas com o nimero de entradas igual ao nimero de saidas;
e continuando com uma proposi¢do de controle 6timo baseada em LQR, com uma formulagio
LMI. Ao final, um exemplo numérico ilustrativo serviu para reforcar a coeréncia dos resultados.
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ABSTRACT. The problem addressed is the decoupling of a MIMO system, with the num-
ber of inputs equal to the number of outputs, as well as the optimal control of this system
after its decoupling. The first step is to define a compensator structure for the MIMO sys-
tem, which makes each output dependent on a single input. For the decoupled system, a
feedback control law is proposed, where the feedback gain matrix is determined by optimi-
zing a performance index defined as a quadratic cost function. The control method is based
on LQR, through which an LMI formulation is adapted.

Keywords: decoupling of MIMO systems, optimal control, Linear Quadratic Regulator
(LQR), linear matrix inequalities (LMI), output feedback.
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