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Resumen

El objetivo de este articulo es presentar aspectos del lenguaje, natural y algebraico, activados por futuros profesores
de matematica durante el aprendizaje del algebra lineal, develados a partir de una investigacion cualitativa.
Revelamos la existencia del Lenguaje Algebraicamente Significativo compuesto por la Lectura Algebraicamente
Significativa, que constituye un tipo de lectura de los textos con contenido algebraico en la cual a los simbolos le
son atribuidos ricos significados, contextuales y precisos; y por la Expresion Oral Algebraicamente Significativa
referida a la comunicacion efectiva de ideas algebraicas mediante la lengua hablada. Algunas de las teorias
implicadas son: Registros de Representacion Semiodtica (Duval, 1995); el papel de las metaforas en las
Matematicas (Lakoff; Nuiiez, 2000) y la teoria de la Objetivacion (Radford, 2010a).
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Resumo

O objetivo deste artigo ¢ apresentar aspectos da linguagem natural e algébrica, ativados por futuros professores de
matematica durante a aprendizagem da algebra linear, revelados a partir de uma investigacdo qualitativa.
Revelamos a existéncia de Linguagem Algebricamente Significativa, composta por Leitura Algebricamente
Significativa, que constitui um tipo de leitura de textos com contetido algébrico, em que os simbolos recebem
significados ricos, contextuais e precisos; Expressdo Oral e significativa algebricamente refere-se a comunicagao
eficaz de ideias algébricas através da linguagem falada. Algumas das teorias envolvidas sdo: Registros de
Representagdo Semidtica (Duval, 1995); o papel de metaforas em matematica (Lakoff; Nunez, 2000) e a teoria da
objetificagdo (Radford, 2010).
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1 Introduccion-Problema

Pimm (2002, p. 75) es quien afirma que, para muchos estudiantes “la clase de
matematica es, en gran medida, pasiva y auditiva, sentdndose a escuchar al profesor mientras
este habla sobre triangulos, multiplicacion de decimales o manipulaciones algebraicas”.
Superar esta forma tradicional de ensefiar matemadtica se hace cada vez mas perentorio, habida
cuenta del avance y el impacto que las TIC's contemporaneas tienen sobre el aprendizaje de las
personas (Salazar; Caballero; Panduro-Ramirez, 2021).

En nuestra experiencia administrando cursos de algebra para futuros profesores de
matematica (EPPM) en una universidad publica formadora de docentes, hemos observado tanto
sus dificultades para comprender conceptos y procesos algebraicos especificos, como un
inadecuado manejo de su simbolismo. Particularmente, en relacion con el aprendizaje del
algebra, autores como Ramos, Guifarro y Casas (2021, p. 21) afirman que “estas dificultades
son de diferente naturaleza, se refuerzan y conectan en redes complejas que se concretan en la
practica como obstaculos y se manifiestan en los alumnos en forma de errores”. Se presume
que esto se asocia con una vision, por parte de los estudiantes, de que el Algebra es muy
compleja y, por ende, la rechazan.

Algunos estudios muestran que, en su formacion inicial, los profesores que van a
enseiar matematica, no reciben una preparacion adecuada para ensefiar los contenidos de

Algebra, (Jungbluth; Silveira; Grando, 2022). Por su parte, Palma et al, 2022), sefialan que:

Los profesores de matematicas han transmitido a los alumnos una idea incompleta del
significado del algebra considerandola como la manipulacion de simbolos con
actividades de simplificacion de expresiones algebraicas o de resolucion de
ecuaciones o inecuaciones. Claro estd que estas actividades son fundamentales y
constituyen las raices historicas del algebra, pero el algebra es mas que manipular
simbolos (Palma et al., 2022, p. 8302).

Apreciamos en estos procederes didacticos, el escaso o nulo provecho que se hace del
lenguaje algebraico, particularmente del oral; este modo de desarrollar las précticas de
enseflanza y aprendizaje del Algebra contribuye a invisiblizar el periodo retérico de su

desarrollo (Nesselmann, 1842). Ademas de eso, el docente pierde la oportunidad de:

[...] escuchar ideas potencialmente ricas en aquello que dicen o escriben los alumnos
y ayudar a los estudiantes a participar de la actividad del aula, de manera productiva,
en la construccion del sentido de aquello que se esta trabajando en clase (Pérez;
Piquet, 2022, p. 390).

Siendo asi, resulta necesario entender que el quehacer algebraico debe ir mucho mas
alld “da manipulacdo de regras e simbolos, exigindo-se um trabalho que favoreca o

desenvolvimento do pensamento algébrico.” (Oliveira, 2022, p. 29) y, por tanto, como
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Cervantes; Jiménez-Blanco; Matinez-Solano (2022) afirman, la matematica debe ser vista

como:

[...] un lenguaje que sirve para mediar la actividad social compleja, por lo que la
competencia matematica es la capacidad de un individuo para identificar y
comprender la presencia de las matematicas en el mundo, para hacer juicios fundados,
utilizar y relacionarse con las matematicas de manera que satisfaga las necesidades de
dicho individuo como ciudadano preocupado y reflexivo (Cervantes; Jiménez-Blanco;
Martinez-Solano, 2022, p. 79).

Este vinculo entre lenguaje y algebra (Pimm, 2002) no es utilizado a favor de su
ensefianza ni de su aprendizaje, los estudiantes no hablan algebraicamente, no emplean el
lenguaje oral natural para referirse a los objetos (para Drohuard (2009) es todo aquello que se
usa, se trabaja, se estudia cuando uno “hace matematica”) y procesos algebraicos, en su lugar
mas bien prevalece la cultura del silencio, ya que no se procura la verbalizacion para desarrollar
dichos procesos, por el contrario se hace un sostenido énfasis en la escritura.

En la construccion de conceptos, ademds de las fases manipulativa, ideografica y
simbdlica (Gonzalez, 2005), se encuentra la fase verbal, en esta “el matematico, profesional o
aprendiz, lenguajea, en un sentido maturaniano, es decir, habla acerca de aquellos asuntos de
los que se ha dado cuenta durante la fase de manipulacion” (Gonzalez, 2005, p. 39).

Sin embargo, Pimm (2002, p. 48) llama la atencion sobre “el desequilibrio existente en
las clases de matematicas entre las matematicas habladas y las escritas”. De acuerdo con este
autor “se aprecia una clara tendencia en los profesores a asumir la responsabilidad y, por tanto,
el control sobre los intercambios verbales en clase con el consiguiente apremio para rellenar los
silencios (p. 82). En términos practicos, esto significa que es el docente quien lidera en el aula
la expresion verbal de los contenidos matematicos. Aun mas, en aquellos casos en que se hace
presente la oralidad, se corre el riesgo de hacerlo mediante una lectura literal de los simbolos
donde no existe la transferencia conceptual, lo que la hace vacia de significados y totalmente
ineficaz.

En consecuencia, existe un claro énfasis en el registro escrito muy proximo a la
dependencia. Tal subordinacion al simbolismo hace vulnerables a los estudiantes a los efectos
asociados a la sinonimia, la polisemia y otras caracteristicas propias del modo escrito
matematico; ademas que potencia en ellos la creencia de que simbolo y objeto matemaético son
intercambiables, pues los perciben equivalentes. En el caso del dlgebra lineal universitaria, toda
esta descripcion se agrava pues se trata de un contexto caracterizado por una extraordinaria
dindmica y riqueza simbdlica.

El desarrollo evolutivo del Algebra, desde lo que es aceptado como su periodo histérico

fundacional hasta la compleja rama de las Matematicas como se le conoce en la actualidad,
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conlleva interesantes elementos caracterizadores que pueden aprovecharse con fines didacticos
en los diversos niveles educativos. En este progreso, el lenguaje, tanto el natural como el
simbdlico, ha estado implicado; por ello, creemos que constituye un elemento que debe ser
suficientemente explorado en la ensefianza del Algebra, tanto escolar como universitaria.

A tenor de lo descrito, relacionado con la formacion inicial de profesores de matematica
y el lenguaje nos planteamos la pregunta que guiara el estudio:

Interrogante de la Investigacion: cudles son los aspectos del lenguaje que activan los
estudiantes en el aprendizaje de los objetos algebraicos propios de la formacion inicial del
profesor de matematica?

En funcion de la interrogante formulada, nos trazamos el siguiente objetivo especifico:
Develar los aspectos del lenguaje, tanto natural como algebraico, activados por los futuros

profesores de matematica durante el aprendizaje del dlgebra universitaria.

2 Coordenadas tedricas y conceptuales de referencia

En torno al papel del lenguaje en la construccion de conocimientos, es valioso tomar en
cuenta la afirmacion de Wittgenstein (1998) de que los limites de nuestro mundo estan definidos
por los limites de nuestro lenguaje. Por su parte, el lenguaje algebraico ha sido estudiado por
autores como Freudenthal (2001); mientras que la interrelacion entre ambos lenguajes forma
parte del interés de autores como Pimm (2002); Rojano (1994) y Papini (2003). En el caso de
Pimm (2002), afirma que la matematica es un lenguaje en coincidencia con los interaccionistas
simbolicos (también con Skovsmose, 1999). En cuanto a la relacion entre pensamiento y

lenguaje en algebra, Sbaiz y Druck (2021) aseguran que:

A algebra ¢ importante na formagdo matematica dos estudantes, tanto por desenvolver
um tipo especial de pensamento, como pela construgdo de uma linguagem simbolica.
Essa composi¢do de linguagem contribui para a matematica e para as areas do
conhecimento que se amparam nessa mesma maneira de se comunicar. O dominio e o
entendimento dos simbolos utilizados na algebra fazem parte da matematica como
ciéncia. Esta linguagem possibilita o estabelecimento de uma comunicag@o universal
desse conhecimento, mas para que isso acontega, € necessario compreendé-la (Sbaiz;
Druck, 2021, p. 182).

Con respecto a la naturaleza de la matemadtica, Lakoff y Nufiez (2000) retoman el
problema filoséfico-ontologico acerca de su ser. Muchos son los filosofos que se han dedicado
a cavilar las antiguas preguntas: jacaso las matematicas existen en alguna parte del Universo?
De ser asi, entonces, la labor del matematico, en primera instancia, es acceder a ellas mediante
complejos mecanismos humanos de captacion y descubrimiento. O ;las matematicas son una

creacion de la mente humana? Si asi fuese, entonces, se trata de una obra producto de la
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imaginacion.

Estos dos autores vuelven sobre dichas preguntas y le dan respuestas desde una
perspectiva cognitiva de la ciencia. Lo novedoso de su aporte estriba en la naturaleza empirica
de sus afirmaciones, dicho con sus palabras se trata de una demostracion, por primera vez, de
que los humanos nacen con una base innata de aritmética. De tal manera que los logros en las
matematicas se deben a una maravillosa obra de creacion. Segun su punto de vista, la naturaleza
de las matematicas hay que buscarla en las ideas de las personas, no en las demostraciones
formales, axiomas y definiciones ni en mundos trascendentes platonicos.

Estas ideas surgen de los mecanismos cognitivos y corporales de las personas. Por
razones de tipo evolutivo, todos los seres humanos desarrollamos los mismos mecanismos
cognitivos de los que surgen las ideas matemadticas. Debido a su origen comun, las ideas
matematicas no son arbitrarias, no son producidas por convenciones completamente sociales y
culturales, aunque reconocen que los aspectos sociales e historicos juegan papeles importantes
en la formacion y desarrollo de estas ideas.

La metafora es un concepto importante en el desarrollo de la teoria de estos autores, ya
que permite aprender un concepto en términos de otro (Lakoff; Johnson, 1980); en las
matematicas distinguen dos tipos: (a) grounding metaforas, son las que tienen su dominio de
partida dentro de las matematicas, pero su dominio de llegada fuera de ellas. Por ejemplo, un
espacio vectorial es una caja/paquete de cosas, un producto interno es una maquina, los puntos
son objetos etc.; y, (b) linking metaforas, tienen su dominio de partida y de llegada en las
mismas matematicas. Por ejemplo, los numeros reales son los puntos de una recta, un operador
lineal en un espacio finito dimensional es una matriz cuadrada, el espacio R? es el mismo

1> (el par ordenado se interpreta como una matriz columna) etc. Notese que, en este

espacio R**
segundo tipo, la metafora se sustenta sobre el concepto de isomorfismo, tan importante en el
tratamiento de propiedades algebraicas.

Desde el punto de vista cognitivo, Arana y Gonzélez (2006, p. 227) proponen la nocion
de Enriquecimiento Conceptual Progresivo para caracterizar el establecimiento de vinculos
operativos recursivos entre distintos modelos mentales, progresivamente complejos, en torno
al aprendizaje de un concepto. Estos autores sefialan que “el encadenamiento de estos procesos
incide en un cambio progresivo de la imagen del concepto que se enriquece cada vez mas tanto
desde el punto de vista de los atributos estructurales como funcionales”. Esto permite aumentar
las habilidades del estudiante para operar sobre sus representaciones, incrementando, asi, su

capacidad explicativa en términos de abstracciones.

También, en el desarrollo de estos procesos estan involucrados elementos de indole
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lingtiistico. Al respecto, Lakoff y Johnson (1980, p. 47) sefialan que “las expresiones
lingiiisticas son recipientes para los significados, supone que las palabras y las sentencias tienen
significados en si mismas independiente de cualquier objeto o hablante”.

Ademas, en la construccion de los conceptos matematicos lo representacional juega,
también, un papel que no puede obviarse, por ello subscribimos las siguientes proposiciones de
Duval (2006): (a) la actividad matematica se realiza necesariamente en un contexto de
representacion, y (b) es muy importante que los estudiantes sean capaces de reconocer el mismo
objeto matematico en otros contextos de representacion y usarlos. Esto Gltimo es coherente con
el hecho de que en matematicas los signos no son prioritarios para presentar objetos, sino para
sustituirlos por otros (Radford, 2010; Duval, 1995).

Adicionalmente, tomamos en cuenta que un concepto se entiende mejor en el conjunto
de las relaciones dinamicas que lo ligan con otros conceptos, en los problemas en los que se
aplica, y en los procedimientos y estrategias que se elaboran para resolver esos problemas
(Radford, 1995). Concebimos el concepto como la representacion lingiiistica de una idea
abstracta que capacita al que la posee para clasificar objetos o eventos y para decidir si dichos
objetos son ejemplos o0 no ejemplos de la idea abstracta en cuestion (Gonzalez, 2005).

En relacion con el buen desempeiio del simbolismo algebraico, coincidimos con Puig
(2003) cuando afirma que los simbolos matematicos adquieren importancia a la luz de sus
relaciones con el lenguaje natural. Para este autor, en esta conjuncién ocurre una sinergia
signica que propicia la generacion de significados, por ello “lo que hay que calificar de
matematico es el sistema y no los signos, porque es el sistema el responsable del significado de
los textos” (Puig, 2003, p. 181); en consecuencia, para referirse a estos vinculos, dicho autor
emplea el concepto de Sistema Matematico de Signos (SMS).

En resumen, cuando un estudiante intenta aprender, directamente, leyendo un libro de
algebra, debe disponer de unas competencias cognitivas y lingiiisticas que le permitan
interpretar el SMS pues, en dicha lectura, debe entrelazar armoniosamente el lenguaje
algebraico y el lenguaje natural para comprender los conceptos que lee, y al interpretarlos debe
ser capaz de plantear relaciones con otros conceptos a fin de ir esclaceriéndolos gradualmente.
En este avance, dada la riqueza simbolica del algebra, se enfrentard con una variedad de
representaciones de tales conceptos y de los propios objetos por lo cual debe manejar
conscientemente estos cambios de representacion para lograr establecer, no solamente los
conceptos, sino también la naturaleza de los objetos, asi como sus propiedades. Este proceso se
beneficia si, ademas, el estudiante se ve expuesto a hablar de esos conceptos y objetos que

aprende ya que de acuerdo con Pimm (2002): (a) expresar en voz alta ayuda a los alumnos a

Bolema, Rio Claro (SP), v. 38, e220187, 2024 6



ISSN 1980-4415
X1 DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1980-4415v38a220187

aclarar y organizar sus pensamientos, y (b) al hablar, los pensamientos se exteriorizan
notablemente, lo que permite que el propio hablante acceda a los mismos con mayor rapidez,
asi como la exposicion de ellos a las observaciones de los demas.

Por lo tanto, tratamos de resaltar que el proceso de aprendizaje de los conceptos,
particularmente del algebra lineal universitaria, estd indisolublemente ligado a procesos
cognitivos y lingliisticos que ocurren simultaneamente, de manera arbitaria, confusa y no
predecibles, con lo cual reafirmamos que la relacion entre lenguaje y cognicion es un asunto de
extremada complejidad; en consecuencia, este vinculo siempre serd una ventana abierta para el
desarrollo de investigaciones. En el caso del lenguaje, Pimm (2002), ha propuesto las
Matematicas como un lenguaje, y en esta metafora sobresale el papel del lenguaje oral, el cual
forma parte de la evolucion del algebra (Nesselmann, 1842), por lo que estas matematicas
habladas no son un tema ajeno. También, entendemos que las elaboraciones mentales que se
hacen de los conceptos del algebra lineal son progresivamente complejos, y en este sentido,
desde las ciencias cognitivas, modelos como el propuesto por Arana y Gonzilez (2006)

coadyuvan a estudiar tales construcciones.

3 Metodologia

El contexto de esta investigacion fue un curso de Algebra Lineal desarrollado en un
entrorno de aprendizaje mediado tecnoldgicamente (Gonzalez R., 2017). Por tanto, constituye
un estudio de caso (Jiménez-Chaves, 2012) en el cual participaron los alumnos (Estudiantes
para Profesor de Matematica, EPPM) inscritos en dicho curso, dictado en una universidad
publica latinoamericana dedicada a la formacion de docentes para la educacion secundaria. Este
curso contemplé dos instancias; una, presencial, consistente en clases en las que el profesor,
quien al mismo tiempo fungia como investigador, desarrollaba el contenido matematico del
curso en la forma habitual (exposicion dialogada, explicaciones, realizacion guiada de
gjercicios, resolucion de problemas). La segunda instancia de interaccidon, no presencial y
asincrdnica, se dio mediante el disefio de actividades en la plataforma Moodle, usando varios
de sus recursos, como chats, foros y otras facilidades. Ademas, se propici6 la comunicacion via
correo electronico.

En cuanto a las técnicas, para la instancia presencial se utilizd la Observacion
Participante (Kawulich, 2005) mientras que se usé la Mediacién Contemplativa del Docente
(Gonzalez R.; Gonzalez, 2014) para la instancia no presencial.

Como instrumentos fueron utilizados: la prueba EVAPAL (Gonzélez R.; Gonzélez,
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2011), los foros, el Diario del Docente y los Diarios de Clase escritos por los alumnos. Estos
eran notas personales de los participantes, relacionadas con cualquier aspecto que ellos
consideraran en el contexto de su aprendizaje del algebra universitaria, sus pensamientos,
reflexiones, sentimientos y emociones. Se podia realizar en cualquier soporte, pero una manera
de incentivar su permanencia en el aula virtual era a través de la opcion Diario que esta provee,
debia ser actualizado semanalmente en funcion de las clases dadas. El andlisis del contenido de
estos cuadernos permitié reconstruir la linea del tiempo (cronogénesis, Llanos; Otero, 2015)
del curso.

Al comienzo del periodo académico los estudiantes fueron instruidos para la elaboracion
de un Diario, a continuacion, se muestran las orientaciones explicitas que se les dieron para su
confeccion:

En este Diario siéntete en total libertad de expresar tus pensamientos, reflexiones, sentimientos
y emociones en el contexto del aprendizaje del Algebra, todo lo que te acontecié a nivel
cognitivo y subjetivo resultard importante, sin embargo, a modo de sugerencia, puedes tomar
en cuenta para guiarte: uso e interpretacion de los simbolos matematicos, razonamiento
algebraico (abstraccion) uso del lenguaje oral, escrito y grdfico, empleo de metdforas y
analogias, resolucion de problemas, etc. [Orientaciones dadas por el profesor-facilitador del
curso a los estudiantes].

Se trataba de tener a la mano una mirada del proceso de ensefianza y aprendizaje del
algebra universitaria desde la perspectiva de los participantes con la expresa intencién de acumular
evidencias relativas al punto de vista de ellos acerca de los conceptos, objetos y procesos
algebraicos manejados en el curso, sobre la base de sus reflexiones en cuanto a sus vivencias

experienciadas (Gonzalez, 1998).

3.1. Procedimiento

En trabajos anteriores ya hemos dado a conocer los resultados obtenidos a partir de la
prueba EVAPAL (Gonzélez R.; Gonzélez, 2011), y de los chats (Gonzélez R.; Gonzalez, 2014).
En el presente reporte se rinde cuenta de los hallazgos derivados del analisis de los Diarios de
Clase elaborados por los estudiantes, en cuya seleccion, organizacion y analisis se aplicaron
criterios semejantes a los usados por Gonzélez (1998) y Villegas y Gonzalez (2005). A
continuacion, sera descrito el procedimiento implementado para organizar y preparar el analisis
del contenido de los Diarios de Clase, lo cual es fundamental para reconstruir la Linea del

Tiempo (Cronogénesis) del estudio.

3.1.1 Organizacion y disposicion del contenido de los Diarios
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Una vez culminada la fase de recoleccion de informacion se procedio6 a la Seleccion de
los Diarios de Clase elaborados por los estudiantes; teniendo en cuenta los siguientes criterios:
(a) Caracteristicas estructurales de los Diarios: mediante la revision preliminar de los Diarios
se detectd que los elaborados por los estudiantes del turno de la mafiana estaban mejor
estructurados y mas completos que los correspondientes al turno de la tarde; (b) Aspecto
cuantitativo: en la seccion del turno de la mafiana se recibieron treinta (30) Diarios, mientras
que de la seccion de la tarde se recogieron veintidos (22). Adicionalmente, se tomaron en cuenta
los siguientes factores externos: (c¢) Factor climatico. En la mafiana las clases eran los dias
martes de siete a nueve, y los viernes de siete a diez; con una temperatura ambiental muy
agradable de aproximadamente 21° C, caracterizada, ademas, por una brisa matutina suave y
fresca. Incluso lo relacionado con la contaminacion sonica no se presenta en esos bloques de
horario de trabajo; (d) Ambiente institucional general. En las primeras horas de la mafiana eran
casi inexistentes los conflictos de tipo politico, laboral y estudiantil. En el turno de la tarde
fueron mas frecuentes los disturbios que se produjeron con distintos niveles de agresividad en
las inmediaciones del campus universitario. Como puede notarse en estas dos ultimas
consideraciones, el aspecto ambiental e institucional significé un panorama favorable para el
desarrollo del curso en el turno de la mafiana.

Por los anteriores argumentos decidimos considerar solamente los Diarios elaborados
por los estudiantes del turno de la mafiana, asi fueron seleccionados treinta (30) de un total de

cincuenta y dos (52) Diarios.

3.1.2 Procedimiento Analitico

3.1.2.1 Organizacion del Corpus de Informacion

Para realizar el andlisis, los Diarios seleccionados fueron sometidos a las siguientes
acciones:
1. Lectura preliminar para adquirir una visiéon panoramica global de su contenido.
2. Reescritura con el editor de texto Word para facilitar el uso de las herramientas propias
de los editores de texto.
3. Correccion de errores ortograficos detectados en los textos escritos por algunos alunos.
4. Adopcion de un disefio uniforme (tipo y tamafio de letra, paginacién etc.), pero

conservando la integridad del contenido del Diario.
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5. Organizacion de un libro que integra todos los Diarios, cuyo indice los registra con un
codigo de la forma siguiente: DN°-XY (en esta codificacion los numeros van desde uno
(1) hasta treinta (30) y fueron asignados al azar, mientras que las letras son las iniciales
del nombre y apellido del autor de cada Diario, esto permitié identificarlos
inequivocamente).

6. Insercion de comentarios, a partir del proceso de lectura y relectura de cada Diario, de
comentarios relativo a cualquier aspecto que resultase significativo para los
investigadores.

7. Identificacion de aspectos descriptivos generales de cada Diario: Cédigo, Turno,

Numero de Paginas, Estructura y Observaciones.

3.1.2.2 Integracion Matricial de todos los Diarios

Para obtener una vision global de toda la informacion contenida en los didrios, se
construyd una matriz de orden 30x42. En cada fila colocamos los treinta Diarios
correspondientes, ordenados de forma ascendente, en las columnas colocamos los nimeros de
cada clase desde el nimero uno (1) hasta la cuarenta y dos (42), contabilizando todos los martes
y viernes a partir del 14 de octubre (primera clase) hasta el Gltimo dia que aparece resefiado

(viernes 06 de marzo).

3.1.2.3 Revision de todos los Diarios

Fue realizada una revision minuciosa de cada Diario (Figura 1).
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Figura 1 - Cuantificacion de las resefias de las clases por Diario
Fuente: Datos de la Investigacion.

Si el autor de un diario hacia referencia a una determinada clase era marcada con una
equis (X) la celda que resulta de la interseccion de la fila del Diario con la columna de la clase
correspondiente. Este proceso termin6 cuando se agotaron los Diarios. En el Grafico 1, fueron
omitidas las columnas correspondientes a las clases nimeros 7, 8, 12,13, 16, 18, 19, 20, 21, 22,
23, 24, 25,26, 27,36 y 39 debido a diversos eventos, algunos internos, tales como, realizacion
de evaluaciones o bien externos como vacaciones, elecciones nacionales, entre otros. Las filas
correspondientes a los Diarios D1, D2, D37, D50 y D52 estan vacias pues de acuerdo con el
andlisis preliminar de sus contenidos, descrito en el Grafico 1, la informacion arrojada resultd

insuficiente, razon por la cual fue decidido no considerarlos.

3.1.2.4 Caracterizacion de las clases reportadas en los Diarios

Fue establecida una caracterizacion preliminar de cada clase, para ello procedimos a leer
todos los Diarios que hacian referencia a una classe determinada. El proceso consistia en fijar
una columna de la Matriz y rastrear cada una de sus filas para tener acceso a los Diarios

correspondientes. Una vez detectado el nimero del Diario que la describia, lo ubicdbamos en
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el libro y lo leiamos tratando de identificar los episodios y las acciones referidas a los momentos
de entrada, desarrollo y salida (es decir, se tratd de un proceso de captacion de regularidades y
patrones lo cual es una actividad propia del pensamiento algebraico) de la respectiva clase. Si
alguna frase, afirmacion, o cualquier idea del autor resultaba significativa para los
investigadores, se accedia al documento digital correspondiente y se copiaba la frase textual.
Una vez agotada la lectura y la revision se repetia el proceso con el siguiente Diario hasta
completar el ultimo de la columna fijada. Luego, continuabamos con la siguiente columna para

la descripcion de la proxima clase.

3.1.2.5 Revision de las discrepancias sobre las clases identificadas en los Diarios

Para subsanar las discrepancias en cuanto a las circunstancias relacionadas con la
precision temporal de algiin hecho particular, durante el desarrollo de la fase de campo de esta
investigacion (las sesiones de trabajo en el Curso), procedimos a una revision de todos los
Diarios, y tomando en cuenta un criterio de tipo frecuencial decidimos en torno a su fecha de

acaecimiento.

4 Reconstruccion de la Cronogénesis del trabajo de campo

Tomando en consideracion que todo lo que acontece tiene lugar en una dimension
temporal, asumimos la necesidad de reconstruir la Cronogénesis (descripcion pormenorizada
de todo lo acontecido entre la primera y ultima clase) del trabajo de campo, es decir, la
trayectoria del Curso (correspondiente a la seccion selecionada) a lo largo del tiempo. Para ello,
se usé una estrategia similar a la puesta en practica por Gonzalez (1998) en la cual se aplicaron
las siguientes herramientas analiticas: (a) linea del tiempo; (b) esquema reconstructivo del
discurso del aula. Asi fue como se pudo detectar que el trabajo de campo quedd dividido en
cuatro (4) fases definidas por los momentos destinados a las evaluaciones ya que cada una de
ellas marco un hito en el devenir del Curso.

La linea del tiempo constituye un resumen de los aspectos mas resaltantes acontecidos
en cada una de las clases; ella permite detectar regularidades y semejanzas las cuales, luego de
un proceso de comparaciéon continua (como lo entienden Glaser; Strauss, 1967) fueron
formalizadas mediante el establecimiento de episodios comunes que generalizan la descripcion
de los momentos de cada una de las clases: introduccion, desarrollo y cierre. Con base en la

definicion de estos episodios fue disefiado el esquema reconstructivo del discurso del aula
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(Cuadro 1). Finalmente, usando las dos herramientas analiticas antes indicadas se logré la

reconstruccion retrospectiva de las cuarenta y dos (42) clases, esclareciendo, asi, la

Cronogénesis del curso.

Introduccion

Episodio

Descripcién

1.1 Preparacion del ambiente
afectivo

Saludos, palabras motivacionales, comentarios generales

1.2 Revision de responsabilidades

Recordatorio de tareas

1.3 Preparacion logistica

Verificacion de las herramientas de trabajo:

(a) Presencial: libros que facilita el docente, algunos solicitados por
los estudiantes, otros suministrados para fotocopiar una seccion o tema
especifico; suministro de material ad-hoc elaborado por el docente
(b) Virtual: balance de lo acontecido en el aula virtual.

Desarrollo

2.1 Empalme tedrico pertinente y
tactico

Retomar aspectos claves de la clase anterior para abordar la nueva
clase, puede ser un ejemplo, una pregunta formulada (docente o
estudiante), un problema, una definicion o un teorema. O, cualquier
contenido previo de cualquier area.

2.2 Refinamiento del lenguaje

Ajuste del lenguaje oral y escrito: se hace tomando en cuenta las
participaciones, tanto tedricas en las intervenciones orales de los
estudiantes en las discusiones de los contenidos; asi como sus
aportaciones practicas en el pizarron. También se consideran aqui las
distintas reflexiones acerca de los simbolos que se emplean en algebra,
destacando su naturaleza mediadora e instrumental; enfatizando su
diferencia con el objeto algebraico.

Se emplea el recurso de analizar lo que se dice sin decir y 1o que no se
dice diciendo, es decir el estudio de lo implicito, explicito y lo
subyacente del discurso especifico (es decir el discurso presente en la
teoria que se discute). Tiene que ver con la precision de las
definiciones (buenas definiciones); manejo de las condiciones
necesarias y suficientes de un teorema (en algunos casos esta la
presencia de una hipdtesis general y una especifica).

2.3 Resolucion de problemas y
ejercicios

Planteados directamente por el docente, y otros aportados por los
estudiantes. O, luego de una evaluacion escrita. En algunos casos los
resuelve el docente en interaccion constante con los estudiantes; en
otros son los mismos estudiantes que solicitan expresamente la
intervencion.

2.4 Discusion, analisis y reflexion
teodrica

Exposicion de los contenidos directamente por del docente, mediante
escritos en el pizarrén, o lectura de un material por el docente y/o algin
estudiante.

Exposicion de demostraciones.

2.5 Incertidumbre inducida

Preguntas o comentarios cuya naturaleza requieren una reflexion
profunda. Se pone en duda la teoria mediante aparentes vacios en ella,
ejemplos que parecen negarla. Se crea una atmosfera de silencio, de
cavilacion. Se incluye, aqui, el debilitamiento de condiciones de un
teorema o de una definicién mediante preguntas como: qué pasa si...?
(cambiando, quitando o poniendo una condicion).

2.6 Planteamiento de metaforas

Metaforas orales y graficas relacionadas con el contenido que se
discute. O, luego de la incertidumbre inducida.

2.7 Consulta y despeje de dudas

Luego de una exposicion directa o de la resolucion de un problema o
gjercicio. O, luego de un periodo de incertidumbre inducida.

Cierre

3.1 Balance teérico y practico

Resumen estratégico de lo dicho por el docente y por los estudiantes,
seleccion de especie de palabras claves.

3.2 Gestion del Curso

Repaso del desarrollo del plan de evaluacion, los lapsos temporales del
periodo académico.

3.3 Asignacion de

Asignacion de lecturas, problemas y/o ejercicios.
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responsabilidades

3.4 Puesta en perspectiva Palabras: de aliento, de 4nimo y de despedida.
Cuadro 1 - Esquema reconstructivo del discurso del aula
Fuente: elaboracion propia con datos de la investigacion.

La Cronogénesis consiste en la reconstruccion de los episodios acaecidos durante los
diferentes momentos de cada una de las clases, acompanada de reflexiones, inferencias,
anotaciones, especulaciones, y comentarios interpretativos del investigador. A continuacion, se
muestra el extracto de la cronogénesis del curso, correspondiente a la Clase N° 3, llevada a cabo
el dia martes, 21 de octubre.

Clase N° 3: dia martes, 21 de octubre

Esta clase la describen once diarios!, con este niimero se observa un incremento notable
en la cantidad de reportes en relacién con la clase anterior. A continuacion, se describe su
estructura:

Introduccion

4.1. Episodio de preparacion del ambiente afectivo

Es la segunda semana del periodo académico y aun a esta clase asisten nuevos
estudiantes, es decir aquellos que no lo hicieron en las primeras dos sesiones.

El profesor comienza dando los buenos dias, posteriormente procede a comenzar la clase. Antes
que todo, realiza un breve comentario acerca de las asignaciones que tenemos que hacer por
Internet para ubicar a los estudiantes que no vinieron la semana pasada (MA, 2015).

4.2 Episodio de revision de responsabilidades: ampliacion de los detalles del trabajo

mediado por internet

Explica que hay que enviarle un mensaje a su correo, anotandolo en la pizarra;
agorondell@hotmail.com, para darle algunas recomendaciones y opiniones de como
esperamos que sea enfocada la materia; también nos comenta como es el proceso de inscripcion
en el salon virtual (MA, 2015).

Después de saludar, el docente nuevamente informa que se va a realizar un trabajo
empleando la red internet, escribe su direccion de correo electronico para que los estudiantes,
en un plazo relativamente breve, le escriban y asi obtengan todas las direcciones del grupo, una
vez hecho esto el docente les enviara el Programa del Curso. Esto significo un cambio de

estrategia para impulsar la obtencion de sugerencias, puesto que en las anteriores clases se

! Estos Diarios son los identificados con los ntimeros: 3, 10, 25, 29, 30, 31, 34, 36, 38, 39 y 49.
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facilito el documento fisico del Programa a fin de que los estudiantes sacaran copias y
procedieran a su revision, en esta ocasion se indicod que se facilitaria en formato digital y asi
insistir en la realizacion de la tarea.

Por otra parte, se sefalé que el uso del Salon Virtual requeria dos pasos previos
individuales: (1) registrarse en la plataforma Moodle y (2) matricularse en el Curso. Se indico
que, una vez que todos hubiesen cumplido con el primer paso, se les entregaria una clave con
la que se podrian inscribir. Las instrucciones para efectuar el registro se escribieron en el
pizarron: (1) ingresar al sitio en internet de la UPEL (www.upel.edu.ve); (2) seleccionar la
opcion Salon virtual; (3) seleccionar la opcion Entrar; (4) digitalizar un nombre de usuario y
una clave; (5) llenar el formulario que se le presentaba; y, (6) confirmar la subscripcion a la
plataforma a través del correo introducido. Ademads, se describian las interfaces a través de
dibujos.

Desarrollo

4.3 Episodio de empalme tedrico pertinente y tactico: repaso de conceptos

fundamentales

Hoy 21/10/2008 en la clase de Algebra Lineal, dada por Profesor Andrés Gonzdlez se comenzé
definiendo un Espacio vectorial, dimension, base, cuando un conjunto es linealmente
dependiente e independiente y ademas de dar ejemplos. Como repaso de la asignatura
(recordatorio) (AH, 2015).

Se trata de un recordatorio breve que toma en cuenta la discusion de la clase anterior y,
asi, se busca establecer una base sobre la cual comenzar a desarrollar la definicién de producto

interno.

4.4 Episodio de discusion, analisis y reflexion teorica: el Producto Interno (P.I)

El docente desarrolla el contenido a partir de de la organizacion de los estudiantes por
grupos para discutir la definiciéon de producto interno basada en la copia de un libro que
previamente se habia facilitado:

El profesor propuso colocarnos en grupo para poder leer la guia y discutir en nosotros mismos,
luego realizar la discusion en grupo (EG, 2015) .

En relacion con la dinamica puesta en practica en esta parte de la clase:

La clase se fue desenvolviendo de modo que todos formamos parte de ella (MA, 2015).

Sin embargo, existen comentarios divergentes como los de YC:
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En cuanto a las clases ya practicas del contenido propiamente dicho al inicio muy bueno todo
porque nos fue induciendo poco a poco con ejemplos muy puntuales en el contenido, ademdas
de ir refrescando la memoria con respecto al contenido de las algebras vistas anteriormente,
pero después me parecio y aun pienso asi; que va muy rdapido, que yo por pena o por sentirme
intimidada con su persona, ademdas de las experiencias pasadas con usted en otras
oportunidades con otras materias, estoy segura que muchos comparieros al igual que yo
preferimos callar antes de preguntar algo que le pueda parecer una tonteria y avergonzarnos
delante de todo el grupo (YC, 2015).

Esta opinion es importante, considerando los propdsitos investigativos en el que se
insertd el desarrollo de este curso, pues de forma sincera se pone de manifiesto expresamente
la inhibicion que por diversas razones produce el docente en la estudiante. Esto reafirma la

estrategia motivacional que se manejo desde el principio.

4.5 Episodio de refinamiento del lenguaje

Por otra parte:

El profesor dio un comentario muy importante.... el producto interno sobre un espacio vectorial
se puede interpretar como funcion de dos variables y nos pidio que revisaramos las propiedades
con la funcion @: VxV —F (KT, 2015).

Ante esta variacion notacional, JR manifiesta:

Senti que viajaba por las nubes porque no estaba entendiendo nada, ya que si aun no habia
podido asimilar bien la definicion dada al principio mucho menos comprenderia esta ultima

(JR, 2015).

Esta opinion estd motivada por el cambio en la simbolizacion del producto interno, en
este caso el estudiante cree que se trata de otra definicion de P.1, es decir, expresa una dificultad
para operar con las diferentes denotaciones de un mismo objeto algebraico. Mdas adelante este
mismo estudiante expresa:

Habia una nocion acerca de lo que era un Producto Interno (el usual) y jamas imaginé que
existian otros, por lo tanto esta nueva informacion causo un desbarajuste en lo que ya conocia,

tanto que al principio utilicé el punto que usualmente se utiliza para denotar al mismo en vez
de la barra (/) (JR, 2015).

Este cambio notacional, en ocasiones, tiene repercusiones conceptuales y practicas. U
ejemplo lo tenemos a través del problema: demostrar que la suma de dos productos internos
sobre V es un producto interno sobre V, para poder resolverlo es necesario entender el P.I como
funcién de dos variables con lo cual adquiere sentido la operacion de adicion, pues se trata de
la suma usual de dos funciones en un contexto de espacio vectorial.

Cuando JR lo entendi6 dijo:

Esto me genero muchisima confusion y me di cuenta que aun no habia madurado la definicion
de producto interno escrita en forma de funcion (JR, 2015).
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Aqui, se hacen presentes dos problemas derivados también de dos aspectos
caracteristicos propios del trabajo algebraico y del simbolismo como lo son, la generalizacion
y la sinonimia. La dificultad relacionada con la generalizacion se evidencia cuando se establece
la ampliacidn, a través de la axiomatica especifica, del concepto de producto escalar (o producto
interno usual) que maneja el estudiante en el ambito de los espacios vectoriales R? y R3. En este
sentido, se deben destacar las consecuencias de esta generalizacion; por una parte, se gana al
establecer una categoria de mayor nivel conceptual para el producto interno; por otra, se pierde
la interpretacion geométrica del mismo y, por ende, su visualizacion. Por otro lado, también
estd presente la limitacion asociada con la sinonimia, en este caso el conflicto ocurre entre la
barra inclinada (/) y el punto (.) para denotar el producto interno, pues, ambas notaciones, a
pesar de poseer diferente registro escritural tienen el mismo significado?.

Otra dificultad detectada, relacionada con los atributos del simbolo, es la polisemia. En
las siguientes opiniones de dos estudiantes se puede apreciar la presencia de este obstaculo:

Ademas de aclararnos que el (+) de un espacio vectorial no es igual al (+) de un cuerpo (AH)

Vale la pena destacar una sugerencia bastante oportuna dada por el profesor y que me parecio

bastante interesante, cuando al referirse a la propiedad d) establecio la distincion entre el cero

vector y el cero del cuerpo, esta aclaratoria fue clave para entender lo que planteaba dicha

propiedad (JR, 2015).

El primer comentario hace referencia al simbolo (+) usado en la propiedad: (o + B/ v)
= (o/ y) + (B/ v). El signo (+) del lado izquierdo denota la operacioén aditiva en el espacio
vectorial; en este caso, este simbolo sirve para representar la ley de composicion interna en el
espacio vectorial la cual permite transformar dos vectores cualesquiera en otro vector llamado
suma. Mientras que el del lado derecho alude al mismo proceso, pero en la estructura de cuerpo;
esto es, simboliza la funcidn a través de la cual se hace corresponder un escalar® a dos escalares
cualesquiera. Como se puede ver, el mismo simbolo sirve para expresar diferentes operaciones.
Se podria agregar también el hecho de que, en muchas fuentes bibliograficas, este mismo signo
es usado indistintamente para denotar tanto la operacion adicion (en el cuerpo o el espacio
vectorial) asi como la correspondiente suma, es decir la imagen que se asigna al par ordenado
correspondiente.

El segundo comentario hace referencia a la naturaleza de los ceros del axioma: (o / o) >

0, si a # 0. El de la izquierda es el namero real cero*, mientras que el de la derecha es el vector

2 Es importante dejar constancia de que se tiene conocimiento de las complejas implicaciones que este término
posee; sin embargo, aqui es usado para hacer referencia a la imagen conceptual (Vinner, 1991) del objeto
algebraico formado en el pensamiento del estudiante.

3 BEs usual denominar escalar a los elementos de un campo.

4 Adicionalmente, obsérvese la implicacion conceptual y practica que, en esta expresion, tiene el uso del simbolo
mayor que junto al cero de la izquierda, pues para el vector nulo del espacio, éste carece totalmente de sentido.
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nulo del espacio vectorial; de no observarse esta diferencia no se tendra acceso al contenido
que expresa esta propiedad.

Cierre

4.6 Episodio de asignacion de responsabilidades

Nos fue dejado como tarea dos ejercicios para mostrar si estos son un producto interno (MA,
2015).

Los ejercicios a los que alude MA los extrajo el docente de otras referencias
bibliograficas. Los siguientes comentarios expresan las opiniones de JR y MA en torno a la
forma como ellos percibieron la clase:

Puedo decir que en esta clase la simbologia fue un factor determinante para comprender la
definicion de producto interno (JR, 2015).

Me parece que la clase de hoy fue bastante amena, la interaccion existente entre estudiantes y
profesor fue bastante notable ya que esto permite que la clase sea metodica y haya participacion
de ambas partes (MA, 2015).

5 Hallazgos, discusion y proposiciones

A partir del andlisis del contenido de los Diarios se pudo observar que los estudiantes
realizan dos tipos de lecturas de los materiales documentales con contenido algebraico. La
primera es una Lectura Literal (LL), necesaria pero insuficiente; la segunda, que trasciende a la
primera, la hemos denominado Lectura Algebraicamente Significativa (LEAS)

Ademas de esos dos tipos de lectura, fue posible identificar un aspecto relacionado con
el lenguaje oral, al cual denominamos Expresion Oral Algebraicamente Significativa (EXOAS).
Tanto la LEAS como la EXOAS son de naturaleza compleja, ocurren mediante un proceso lento

y gradual, y en conjunto conforman lo que hemos denominado Lenguaje Algebraicamente

Significativo (LAS).

5.1 Lenguaje algebraicamente significativo (LAS)

En la caracterizacion del Lenguaje Algebraicamente Significativo (LAS), tomamos en
cuenta los planteamientos tedricos de Radford (2010a, 2010b), Vygotsky (1979), Drouhard
(2009) y Duval (1999).

De Radford (2010a, 2010b) consideramos su nocién de Medio Semidtico de

Objetivacion, el cual incluye artefactos, gestos, simbolos y palabras, las cuales no son sélo
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herramientas por medio de las cuales manipulamos el mundo, sino mediadores de nuestros actos
intencionales. En su Teoria de la Objetivacion, Radford (2010a, 2010b) afirma que las palabras
y los gestos también pueden ser asumidos como signos de naturaleza algebraica.

Con Vygotsky (1979) coincidimos en cuanto a que el lenguaje opera como mediador
de los procesos de pensamiento asociados con la produccion de conocimientos en general y
matematicos en particular.

Asumimos, con Drouhard (2009), que las palabras y los enunciados en lenguaje natural
constituyen herramientas semiolingiiisticas que hacen posible la comprension de las nociones
abstractas propias de la Matematica. Todos estos medios, en su conjunto pueden ser
interpretados como medio de exteriorizacion de las representaciones semioticas definidas por

Duval (1999) y, como lo afirma (Morales, 2013):

[...] estas representaciones externas, presentadas como enunciados en lenguaje
natural, foérmulas algebraicas, graficos, entre otros, permiten a los individuos
exteriorizar sus representaciones mentales y lograr que los objetos matematicos se
tornen accesibles. El éxito de la realizacion de este “movimiento” entre registros, es
un indicador del logro del aprendizaje sobre objetos matematicos en estudio (Morales,
2013, p. 1).

Adicionalmente, la teoria de Radford (2010a, 2010b), aludiendo a formas pedagogicas
de accion que conllevan una comprension profunda de los conceptos matematicos, incluye los

términos ensefianza y aprendizaje significativo, entendido este ultimo como:

[...] el proceso a través del cual una informacion (o conocimiento nuevo) se relaciona
de manera no arbitraria y sustantiva (no literal) a la estructura cognitiva del aprendiz.
Es en el curso del aprendizaje significativo que el significado l6gico del material de
aprendizaje se transforma en significado psicologico para el sujeto (Ausubel, 1963,
citado por Moreira; Caballero; Rodriguez, 1997).

Fundamentada en los planteamientos tedricos que acabamos de exponer, y centrada en
el analisis de los Diarios de Clase, fue elaborada la nocién que hemos denominado Lenguaje
Algebraicamente Significativo (LAS) la cual se manifiesta mediante dos actividades: (a) Lectura
Algebraicamente Significativa (LEAS) y (b) Expresion Oral Algebraicamente Significativa
(EXOAS).

5.1.1 Lectura Algebraicamente Significativa (LEAS)

Al igual que Chumaceiro y Pérez (2011, p. 46), asumimos la lectura como un proceso
complejo, dindmico e interactivo ya que:

No se trata de una descodificacion de signos, ni de transferencia de informacion desde
la letra impresa a la memoria del lector. Leer es una forma de pensar, que se pone en
marcha a partir del texto materializado. Supone una contribucion activa del lector,
quien apoyado en su propia experiencia cosgnoscitiva y en la aplicacion de un
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conjunto de operaciones mentales complejas, debe llenar los vacios de sentido que el
texto le plantea y establecer nuevas relaciones con base en la informacion que ha
extraido. Leer es, pues, en una primera aproximacion, extraer y construir significado
en la interaccion con el texto.

Lo relacionado con la Lectura Algebraicamente Significativa, de acuerdo con nuestro
punto de vista, se aproxima a la nocion de traduccién, no se realiza desagregando partes, sino
mediante la integracion y la globalizacion (Barrio; Barragan, 2005). Ademas, supone que el
todo, que es la comprension de lo que subyace en la simbolizacion, es mucho mas que la suma
aislada de las partes, ya que esto tltimo supone una decodificacion desconectada de cada una
de las partes de los signos y simbolos. Es decir, LEAS es una opcion trascendente ante la lectura
literal (LL) de los simbolos; sin embargo, no la niega ya que, en la practica, el primer contacto
del discente con el simbolismo es a través de una LL.

A continuacioén, mostramos un ejemplo de LL:

El tema principal de esta clase fue Gram-schmidt el cual indica que si poseemos betas, los
cuales representan vectores que son independientes, a partir de ellos se puede construir una
base ortogonal de alfas (DC, 2015).

Aun cuando DC dice: los cuales (refiriéndose a los betas) representan vectores
(paréntesis afiadido), la consideracion global del comentario nos hace creer que sobreestima el
papel de las letras griegas al considerarlas, efectivamente, como vectores, como consecuencia
de una LL. Esta LL puede ser identificada por los estudiantes con la expresion leer por leer

como lo ilustra YG en su comentario:

Sea A = [(1) _32] yM ={f € Clx]|f(A) = 0}. Hallar el generador Monico...yo no entendia

nada este ejercicio, ni siquiera sabia que era lo que debia buscar, mi error era que yo no estaba
metida bien en el contexto de lo que se me estaba hablando... primero ni sabia que elementos
tenia el conjunto M, solo leia por leer... ni me habia dado cuenta de que en el conjunto habia
polinomios que cuando se evalua la matriz A el resultado es 0, pero lo peor es que no me pasaba
por la mente que ese 0 no es un cero sino la matriz nula (YG, 2015).

En algunos casos, mediante la LL los estudiantes se encuentran muy pendientes de la
morfologia del simbolo (Caballero, 1996) lo que les impide tratar su contenido, veamos esto a
través de los comentarios que hacen JC y MS:

Se dio inicio a la clase con el siguiente ejercicio [A+ B|C] = [A|C] + [BI|C] .... Aqui no
lograba comprender el asunto de la notacion entre paréntesis y corchetes (JC, 2015).

La simbologia fue la que me presento confusion, como lo fue cuando utilizamos los corchetes
para decir que estariamos hablando de generador (MS, 2015).

De continuar esta fijacion con la notacion entre paréntesis y corchetes existe una
posibilidad de no comprender la propiedad que se le esta indicando. En el siguiente comentario
GB nos muestra dos posibles variantes de lecturas de la expresion a + £:

Los simbolos que muchas veces lo que hacemos y lo que hemos venido haciendo es leerlos y
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llamarlos por un nombre especifico, por ejemplo alfa mas beta, siendo alfa y beta vectores,
también podriamos decir la suma de dos vectores (GB, 2015).

En el comentario anterior, el autor describe la lectura simbolo por simbolo (en la cual,
incluso a nivel verbal, no guarda diferencia con la lectura de «, +, f) que podemos asociar con
las primeras experiencias de lecturas aritméticas que se realizan en los primeros afios de la
escolaridad; adicionalmente, ofrece otra opcidn en la cual el operador adicién es enunciado
previo a los vectores, o sea, en esta tltima queda en evidencia la posibilidad de una lectura de
un mayor nivel de elaboracion.

Observemos el comentario que hace CB en relacion con la LL de los simbolos:

Podriamos confundir esta notacion con una idea vaga de un slach, lo cual en nuestro contexto
no tiene sentido... no permitiria el desarrollo del lenguaje algebraico... lo estaremos limitando
sin permitirnos la maravillosa oportunidad de ver, leer y contextualizar lo que otros no
pueden...algunas personas solo leen esto H, como H sub a, nosotros al visualizar esta notacion
algebraica reconoceremos de forma inmediata que se trata de la clase lateral derecha de H
asociada al elemento a (CB, 2015).

Percibimos que cuando CB alude al lenguaje algebraico lo refiere en su version retorica.
En este fragmento se observa que CB cuestiona la LL de los simbolos “/” y Ha; y
alternativamente, manifiesta la necesidad de llenarlos de significados. Una manera de lograrlo,
por ejemplo, en el caso del primer signo es suprimiendo su significado usual como signo de
division, y enfatizando que, en este contexto, se emplea para identificar un objeto algebraico
denominado producto interno; y, en el caso del segundo, destacando la necesidad de sustituir la
LL, cuando se dice H sub a, por una expresion que destaque la naturaleza del tema involucrado,
como por ejemplo, en palabras de CB, se trata de la clase lateral derecha de H asociada al
elemento a.

La LL es sefalada por algunos estudiantes como equivalente a lectura lineal en la cual
los simbolos estan colocados simplemente para ser leidos. A continuacién, mostramos un caso
mediante la practica de la lectura de conjuntos, por ejemplo: N = { @ € V|T(a) = ca}

Lo que generalmente hacemos... es leer de forma lineal lo planteado sin desglosar parte por
parte e interpretar la expresion dada... leemos por ejemplo T(a) = ca (es decir, T de alfa igual

a ¢ por alfa) en vez de decir: esta expresion indica que aqui estan todos los multiplos escalares
del vector a. (NA, 2015).

Destacamos este comentario pues, a pesar de que NA afirma que en el conjunto estan
todos los multiplos escalares del vector o. (esta descripcion se corresponde con el subespacio
generado por el vector a) lo cual es erroneo, ya que no considera la transformacion T, se percibe
una toma de conciencia de la insuficiencia que conlleva la LL, (NA materializa este aprendizaje

cuando critica la lectura literal de la igualdad T(«) = ca); ese pudiese ser el primer paso hacia
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una lectura de mayor comprension algebraica como la LEAS (una lectura correcta es que en el
conjunto estan todos los vectores del espacio que son multiplos escalares de si mismos mediante
la transformacion T).

El siguiente comentario, podemos considerarlo como una comparacion entre la LL y la
LEAS, en la que, ademas, se resalta la ventaja de la ultima, dado el acento que la LL coloca
sobre la morfologia del simbolo:

F®, a simple vista cualquiera diria que es efe elevada al infinito, pero realmente su significado
va mas alla,... representa el conjunto de sucesiones del tipo infinitas... F[X]| quizds para
muchos o para nosotros mismos vemos simplemente un par de corchetes...en nuestro contexto
su significado es un subespacio generado de F™ en el cual cada elemento es un polinomio de

F (DC, 2015).

Con el simbolo de pertenencia, €, de acuerdo con la experiencia de los autores de la
investigacion que reportamos, es muy frecuente que haya una especie de regularidad en su
lectura, consistente en el escaso empleo de expresiones sindnimas para referirse a la idea
matematica subyacente, prevaleciendo, asi, una LL. En torno a esto, NA comenta su propia
experiencia con base en la cual es posible ilustrar este comentario:

”
’

La siguiente notacion f € Z[X], la cual leemos generalmente como: “f que pertenece a Z[X|
lo que carece de significado ...si reflexionamos sobre dicha expresion nos damos cuenta que al
leerlo de esa manera no estamos haciendo una interpretacion adecuada de la notacion, y por
ende, no nos arroja la informacion alli involucrada de una manera clara (NA, 2015).

Es pertinente aclarar que la expresion carece de significado empleada no es la mas
exacta en la descripcion que estamos haciendo, no recoge lo que queremos decir, sin embargo
su reflexion en cuanto a que al leerlo de esa manera... no nos arroja la informacion alli
involucrada de una manera clara probablemente haga referencia a la importancia de propiciar
otro tipo de lectura cuando se aprenden estos contenidos.

A veces, durante el proceso de aprendizaje se sobreestima el papel del signo, al otorgarle
cualidades que no posee, por ejemplo, obsérvese como en el siguiente comentario de EC le
confiere al signo el poder de identificar per se al objeto:

La suma “+” en el cuerpo se refiere a la suma de escalares, pero en el espacio vectorial se
refiere a la adicion de vectores (...) deberia haber alguna forma de diferenciar el simbolo en el
cuerpo y en el espacio (EC, 2015).

La importancia que EC le atribuye a la sintaxis, en torno al uso de corchetes y paréntesis,
también resulta sobreestimada:

Encerramos en paréntesis o corchetes dependiendo si hablamos del producto interno o de las
operaciones con los elementos (EC, 2015).

En los dos comentarios de EC, puede observarse como toda la carga semantica del

simbolo (Buzatto; Marcon, 1998) la hace recaer sobre dicho simbolo, es decir, haciendo
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dependiente el significado de su instrumento mediador, obviando, asi, por lo menos dos
aspectos esenciales: (1) la naturaleza arbitraria del simbolo, y (2) el hecho de que la riqueza
conceptual no estd en el simbolo mismo, sino en las relaciones que €l (sujeto-alumno), como
intérprete, logre establecer mediante los distintos cambios de representacion (Duval, 2006) lo
que, al fin de cuentas, en nuestra perspectiva, le permitird enriquecer sus significados.

En los siguientes comentarios de AH y AP se muestra que los simbolos son un medio, y
no un fin en si mismos; y que en algebra es posible darle sentido a tanta letra (AP):

Es necesario primero conocer el lenguaje matematico, luego entender el significado de lo que
expresa cada concepto, posteriormente generalizar tal concepto y no apegarse a los simbolos
o letras que exponga algun teorema o definicion dado el caso, ademds debemos leer
adecuadamente (AH, 2015).

No comprendia lo que estaba sucediendo... logré darle sentido a tanta letra, que en un principio
no entendia (AP, 2015).

AH subraya la importancia de leer adecuadamente los textos matematicos, dejando de
lado el apego a los simbolos. Desde nuestra interpretacion, su opinioén deja entrever que los
signos, desde el punto de vista matematico, no son el mensaje, son instrumentos semioticos
(Schneuwly et al., 2004) que permiten la transmisioén de ideas matematicas.

AH prosigue su comentario, haciendo el contraste entre un leer caletreado y la
importancia de darle significado a los simbolos:

No todo lo que aprendi caletreado me sirvio, ya que se trabaja en funcion de la importancia del
significado de los simbolos matematicos, ;Qué son?, ;Para qué sirven?, ;Como los podemos
abordar?, ;Con qué otros contenidos los puedo relacionar?, ;Qué conclusiones puedo obtener
de tal expresion? (AH, 2015).

5.1.2 Expresion Oral Algebraicamente Significativa (EXOAS)

Desde el punto de vista didactico, semejante con lo que ocurre en el aprendizaje de la
lectura en los primeros niveles de escolaridad (Caballeros; Sazo; Gélvez, 2014) la Lectura
Algebraicamente Significativa pasa por una fase retdrica, que denominamos Expresion Oral
Algebraicamente Significativa (EXOAS), que, una vez comprendida cabalmente, debe conducir
a otra fase superior como es la lectura sin pronunciacion (Carretti et al., 2012).

Esta EXOAS es consecuencia de la verbalizacion, es decir del uso de expresiones orales
para comunicar ideas algebraicas, lo cual puede ocurrir como resultante de la puesta en practica
de la LEAS aunque también puede darse sin ella. En una primera aproximacion, puede aparecer
como un parafraseo, ilustremos esto mediante el comentario de YG:

Comenzamos a interpretar la definicion que nos presenta el autor Hoffman de p.i... nos pidieron
que la parafrasedaramos para una mejor interpretacion, lo cual me permitio darme cuenta que
se puede ver al p.i como una funcion de dos variables y es interesante como dos expresiones tan
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distintas como estas:(a|B) y ¢ (a, B)sean iguales (YG, 2015).

En este comentario se muestra como la LEAS se constituyen una herramienta lingiiistica
(Guijarro, 2011) que posibilita un buen desempeno frente a la sinonimia; en este caso, su
enunciacion verbal, EXOAS ayud6 a YG a reconocer y comprender las dos representaciones
semioticas, (a|B) ¥ @(a, ) como equivalentes a un mismo objeto algebraico, el de producto
interno.

La siguiente es la reflexiéon de GT, en ella el autor pone en evidencia el contraste
existente entre la practica de la LL y la LEAS:

Ya no vamos a ver a [S], como un corchete S corchete, sino que cada vez que aparezca esa
notacion va a significar SUBESPACIO GENERADO POR S (GT, 2015).

Cabe destacar que el uso de las maytsculas corresponde a la escritura original de GT,
posiblemente lo hizo para llamar la atencidn en torno a la fuerte discrepancia que encontr6 entre
decir corchete S corchete y subespacio generado por S.

Es oportuno mencionar que la LEAS no esta exenta de dificultad para los estudiantes,
esto lo deducimos de los siguientes comentarios en los que expresamente estos manifiestan sus
dificultades para desarrollar este tipo de lectura:

El docente nos indicaba los ejercicios y nos pedia leer el enunciado del mismo y una vez leido,
nos pedia parafrasearlo, lo cual nos costaba un poco (NA, 2015).

Estuve leyendo... corrido hasta el teorema 9, lo transcribi, pero no me puedo concentrar para
recordarlo con precision, dijo que los parafrasearan, pero no es facil (JM, 2015).

Como ocurre con el aprendizaje de cualquier contenido matematico, es natural que
algunos alumnos tengan que invertir mas tiempo en apropirse de la LEAS-EXOAS o les resulte
mas complejo adaptarse. Veamos esto en los siguientes tres comentarios de RR:

El espacio generado por S lo denotamos [S]... cuando alguien leia...no pronunciaba espacio
generado por S, sino que empezaba a balbucear otras cosas o se confundia y detenia la lectura.

Me correspondio leer a mi, y no sé si es porque lo estoy leyendo yo, pero me resulto facil.

Comenzamos igual leyendo y realizando la debida explicacion, sin embargo, la persona que
estaba leyendo se enredaba y tendia a confundir los simbolos con otras cosas (RR, 2015).

Para entender el contexto de estos comentarios, debemos sefialar que en el desarrollo
del Curso eran habituales las practicas de lectura en voz alta. De acuerdo con el primer
comentario de RR, inferimos que ha alcanzado un buen nivel de LEAS en el respectivo
contenido algebraico. En la siguiente, RR estaba leyendo en una condicion activa, pues lo hacia
directamente; y, de acuerdo con su reflexion le resultd favorable. En el tercer comentario, RR
estaba en forma pasiva, oyendo la lectura que hacia un compaiiero; sin embargo, este ultimo no

ponia en practica una LEAS y al llegar a los simbolos balbuceaba o los confundia con otras
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cosas.

La siguiente es una evidencia de que para el discente es posible establecer un vinculo
identificatorio entre el simbolo y el objeto simbolizado, en consecuencia, develar este tltimo
consiste en descifrar esta logica que los conecta:

Cuando lei la definicion no estableci relacion entre la definicion dada y la notacion asociada a
la misma, es decir, St significa Complemento Ortogonal. Luego, haciendo una lectura mds
detallada me di cuenta de la notacion asignada a dicha definicion (NA, 2015).

Siguiendo la metafora de la matematica como lenguaje (Pimm, 2002) esto pudiese
compararse con la misma situacion que ocurre en el aprendizaje de un nuevo idioma al cual se
le quieren transferir las mismas propiedades del idioma materno.

El lenguaje natural juega un papel relevante, por ejemplo, en la demostracion, pudiendo
servir de obstaculo tal como lo sefialan Alvarado y Gonzalez (2013) al discutir algunos errores
que cometen los estudiantes cuando intentan realizar una demostracion; este aspecto lo
vinculamos con las lecturas que se hacen del simbolo p — g, por ello, a continuacion, tomamos
dos comentarios referidos a dicho simbolo para exhibir la potencialidad y la riqueza de
significados que ofrece la LEAS-EXOAS:

Esta clase también me parecio muy importante ya que logré enriquecer mi lenguaje matematico
porque por lo menos en introduccion al dlgebra cuando yo tenia p— q decimos que eso
significaba p implica a q....Un ejercicio particular que decia “Demuestre que si el entero c es
raiz de f entonces c divide al término independiente de [~ pero lo que nos quiere decir este
ejercicio es que es necesario que c sea divisor del término independiente para que ¢ sea una
raiz del polinomio (AP, 2015).

La siguiente notacion p — q, surgio de la lectura de un ejercicio durante la clase...nos
preguntan: ;Cudl es la condicion necesaria en este ejercicio? O ;Cémo se le llama a p?,
situacion que me confundio un poco... no entendia a que se estaba refiriendo con eso ya que
por primera vez habia escuchado que “p era la condicion suficiente”, pues, desconocia que
dicha implicacion... se le llamara de la siguiente manera; a p puede llamarsele como
antecedente, hipotesis o condicion suficiente; y a q se le puede llamar consecuente, tesis o
condicion necesaria, situacion que capté mi atencion (NA, 2015).

Al referirse al lenguaje matemdtico, AP lo circunscribe a su version oral; ademas, colocod
un ejemplo muy significativo para la idea que estamos manejando. Creemos que las primeras
lecturas que se hacen del simbolo p — q son necesarias en un primer momento (LL), pero no
suficientes tal como ella lo destacd al indicar sus interpretaciones iniciales. Esta forma
significativa de leer que hemos identificado no niega aquellas lecturas iniciales, sino que las
incluye, porque tal como los dos autores afirman son posibles otras lecturas validas para este
simbolo: p implica a q, p es antecedente y q es consecuente, o p es hipdtesis y q es tesis.

Sin embargo, lo que estamos planteando es que una manera de acceder al contenido de

este simbolo (lo que AP identifica con lo que nos quiere decir este ejercicio) es a través de la
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otra lectura basada en la identificacion de las condiciones necesaria y suficiente.
En este ejemplo AH pone en practica la LEAS-EXOAS, cuando afirma que

Es necesario que c sea divisor del término independiente para que c sea una raiz del polinomio
(AH, 2015).

resultando esclarecedor el porqué se buscan las raices de un polinomio (con coeficientes
enteros) entre los divisores de su término independiente.

Otro hecho que no debe pasar inadvertido en los dos comentarios anteriores, es que la
LEAS-EXOAS desarrollada mediante la implicacion se efectud de derecha a izquierda, lo cual
es un cambio en la manera usual de leer en espaiiol. Otro ejemplo de este cambio de orientacion,
mediante LEAS-EXOAS, lo obtenemos al considerar la desigualdad de Cauchy-Schwarz,
(alB) < |lall. IBIl, 1a cual puede ser leida verbalmente de izquierda de derecha como es lo
usual, empleando, por ejemplo, las expresiones a lo sumo, no sobrepasa, entre otras. Diremos,
asi, que el valor absoluto del producto interno de dos vectores es a lo sumo el producto de las
normas de los dos vectores. Otra forma menos usual de leerla, a través de LEAS-EXOAS, es de
derecha a izquierda enunciandola oralmente asi: el producto de las normas de dos vectores es
al menos (o por lo menos) el valor absoluto del producto interno de los dos vectores, entre otras.

En la anterior descripcion que hemos hecho lo referido a la verbalizacion ha quedado
implicito, por lo que a continuacién procuramos un mayor acercamiento a la LEAS-EXOAS:

Cuando nos presentaban una simbologia o notacion simplemente leemos lo planteado, pero no
le damos la interpretacion adecuada y esto se convierte en una dificultad al momento de resolver
ejercicios o demostraciones, ya que carece de significado la lectura realizada. ... la siguiente
notacion [T|ByBy, lo cual generalmente leemos como esta expresado pero no lo llenamos de
significado, ..., no expresamos con palabras lo que representa, aunque sabemos su
aplicabilidad, sin ser capaces de decir que tenemos “una matriz asociada a T segun las bases
By y By, o la matriz cuyas columnas son las coordenadas de T(a,), T(@3), ..., T (ay) segun la
base B,, (NA, 2015).

Este comentario nos permite tomar en cuenta la morfologia del simbolo:
estructuralmente se compone de un corchete, una T mayuscula dentro de €I, seguido de dos B
mayusculas diferenciadas por sus subindices; ademas, en este contexto la letra T denota una
transformacion lineal, y las dos B simbolizan las bases de dos espacios vectoriales los cuales
estan identificados en los respectivos subindices. Con esta descripcion, tratamos de ilustrar la
naturaleza compleja de tal simbolo; por lo que expresar oralmente que representa una matriz
asociada a T segun las bases By y Byy constituye una EXOAS.

En el Cuadro 2 ejemplificamos otras EXOAS 'y otras dos expresiones que no lo son:

Aprendi que cada vez que tengamos dF[X] | Las matrices en general no son conmutativas.
no vamos a decir que “‘d por F[X]”, sino | (AH)

que se refiere a todos los multiplos de d. | Los polinomios en realidad son estructuras
(GT) algebraicas. (AH)
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Cuadro 2 - Ejemplos de EXOAS
Fuente: elaboracion propia.

En la columna de la izquierda el mismo autor, (GT), contrasta la LL con otra expresion
equivalente, pero innovadora al introducir la idea de multiplo del polinomio d, por lo que
califica como EXOAS. Mientras que en la columna de la derecha los contenidos de las
expresiones le atribuyen, respectivamente, a las matrices y polinomios las condiciones de ser
conmutativas 'y de estructura algebraica. El término conmutativo tiene sentido para adjetivar
una operacion binaria; mientras que estructura algebraica es un sustantivo que conlleva la
nocion de conjunto. Por lo tanto, ambos términos carecen de significado cuando se aplican
individualmente a las matrices y polinomios como objetos algebraicos, por lo que,
consecuentemente, las expresiones empleadas no son representativas de una EXOAS.

Fnalizamos esta parte del articulo, considerando que a partir del andlisis de las resefias
de los estudiantes en sus Diarios mostramos evidencias de que en el curso de algebra lineal
desarrollado para EPPM, en torno a la lectura de textos con contenidos algebraicos, los
estudiantes desarrollaron un tipo que enfatiza el papel del simbolismo denominada lectura
literal (LL), insuficiente para el progreso en la comprension de tales contenidos y, por ende,
para la resolucion de problemas. También, como parte de un conjunto de actividades didacticas
conscientemente organizadas y con fines instruccionales claramente establecidos, desplegaron
otro tipo de lectura reflexiva que integra diferentes aspectos entre lo simbdlico y lo conceptual,

que denominamos LEAS con su correspondiente verbalizacion que designamos como EXOAS.

6 Conclusiones

El objetivo de la investigacion que aqui reportamos fue develar los aspectos del
lenguaje, tanto natural como algebraico que activan los EPPM cuando aprenden los contenidos
del algebra lineal universitaria. En ese sentido, hemos hilvanado un conjunto de testimonios
provenientes de los propios estudiantes que nos orientaron para caracterizar el Lenguaje
Algebraicamente Significativo (LAS), por medio del cual, el buen desempeiio frente al
simbolismo algebraico se presenta como un proceso que emerge sin artificios ni imposicion, ya
que surge como una necesidad ante lo complejo (o inclusive, lo tedioso) que puede ser el manejo
en lenguaje natural de las expresiones algebraicas; ademas, la misma simbolizacion aparece
como una forma de optimizar las expresiones de los conceptos y objetos, de manera tal que
dichos simbolos adquieren su naturaleza instrumental, como invalorables e incuestionables

mediadores entre el discente y el saber algebraico.
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Este LAS esta conformado por la Lectura Algebraicamente Significativa (LEAS) y por
la Expresion Oral Algebraicamente Significativa (EXOAS). La LEAS constituye un tipo de
lectura de los textos con contenido algebraico en la cual a los simbolos le son atribuidos ricos
significados, contextuales y precisos. Por su parte, la EXOAS esta referida a la comunicacioén
efectiva de ideas algebraicas mediante la lengua hablada. Si la LEAS es con pronunciacion se
convierte en EXOAS, sin embargo, puede suceder que tal lectura se realice en forma silente con
interpretacion adecuada de los simbolos algebraicos. Por lo dicho en los parrafos precedentes,
creemos que la ensefianza del dlgebra universitaria, en el caso de EPPM, debe propender el
desarrollo de las cuatro dimensiones del lenguaje: leer, escribir, escuchar y hablar, a fin de que
ellos lo tengan como antecedente en sus futuras practicas como educador matematico.

En cuanto a la LL, ocurre de forma natural por la extension que se hace de la lectura de
cualquier texto que no contenga el SMS, en el caso del espanol estd orientada de izquierda a
derecha. Tal como hemos dicho, en un contexto de aprendizaje, este tipo de lectura, aunque
necesaria es insuficiente, y en la mayoria de los casos adolece de errores que son potenciales
obstaculos para la comprension de los conceptos algebraicos.

Creemos que la descripcion que hemos estructurado del LAS puede enmarcarse en el
punto de vista metaférico que considera la matematica como un lenguaje, dicha asociacion ha
sido asumida por diversos autores (Pimm, 2002; Rojano, 1994, Freudenthal, 2001; Papini,
2003) y fue nuestro soporte para su conceptualizacion.

Desde el punto de vista metodologico, destacamos el aporte de esta investigacion
concerniente al desarrollo eficaz de la cronogénesis como técnica analitica, la cual luce
potencialmente rica cuando se trata de describir situaciones de clase desde las perspectivas tanto
individuales como colectivas de los estudiantes.

Finalmente, entendemos que es necesario introducir modificaciones en la formacion
inicial de los profesores que irdn a ensefiar algebra escolar de modo que se apropien de un
conocimiento especifico para desarrollar una ensefanza de sus contenidos que esté en sintonia
con su desenvolvimento histdrico y, al mismo tiempo, propicie oportunidades para que los
alumnos puedan expresar sus ideas y, a partir de alli, escuchandolos atentamente, puedan ser
acompafiados en el desarrollo de su propio pensamiento algebraico; en esta tarea puede ayudar

la familiarizacién con las nociones relacionadas al Lenguaje Algebraicamente Significativo.
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