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Um sistema mecéanico com uma forga dependente da velocidade é descrito e um caso em que ha conservagao
da energia é analisado. O potencial resultante desta forca é ainda empregado no estudo acerca das trajetorias
de sistemas submetidos ao potencial gravitacional newtoniano, ao potencial de Manev e ao potencial harmonico.
Palavras-chave: mecanica cléssica, forca dependente da velocidade, conservacao da energia.

A mechanical system with a force dependent on the velocity is described and a case where there is energy
conservation is analyzed. The resulting potential from this force is still employed in the study of trajectories of
systems subject to the Newtonian gravitational potential, the Manev potential and the harmonic potential.
Keywords: classical mechanics, force dependent on the velocity, energy conservation.

1. Introdugao

O grau de acuracia de um modelo teérico - o quao bem
ele descreve um fenoémeno fisico especifico - pode ser
medido pela consisténcia e complexidade das forcas e
potenciais associados. Com efeito, em geral, as diver-
sas teorias fisicas s@o construidas a partir de modelos
matematicos simples. Os resultados das experiéncias
sao os agentes que determinam as modificagoes que de-
vem ser introduzidas. Isso se reflete na reconstrucao ou
na introducao de novos termos nos potenciais ligados
ao sistema ou, de outro modo, na consideragao de no-
vas forgas eventualmente mais complexas que as origi-
nais, que levem em conta efeitos particulares do sistema
como dissipagoes, acoplamentos, dentre diversos outros.
Isso permite que certos sistemas essencialmente rela-
tivisiticos (ou mesmo quanticos) possam ser razoavel-
mente bem descritos a partir de um analogo newto-
niano. Por exemplo, em astrofisica existem propostas
como a teoria MOND [1,2] que consiste numa modi-
ficacao do potencial gravitacional newtoniano a fim de
dar conta da parcela de matéria escura presente no halo
das galaxias espirais. Outro exemplo é o conhecido
potencial central de Manev [3,4] que visa reproduzir,
utilizando ainda a mecéanica newtoniana, efeitos ini-
cialmente explicados apenas pela teoria da relatividade
geral, através da introducao de um termo adicional ao
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potencial newtoniano X. Este tltimo é um exemplo de
potencial efetivo pois, grosso modo, pode ser entendido
como um potencial conhecido somado a um outro termo
visando explicar teoricamente as observagoes.

A anailise de sistemas mecéanicos classicos pode ser
bastante delicada. Naturalmente, a complexidade do
potencial associado e das forgas envolvidas podem criar
varias dificuldades matematicas como por exemplo na
busca por solugoes explicitas e nao-numéricas para
determinadas equacgoOes diferenciais de movimento, e
analiticas (no sentido fisico) como entender qual o pa-
pel de determinada forca para o sistema. Tendo isso em
mente, propoe-se neste trabalho o estudo de um sistema
submetido a duas forcas: uma radial e outra tangencial
dependentes da velocidade.

Forgas dependentes da velocidade tém, em geral, seu
carater atribuido a sistemas com caracteristicas dissipa-
tivas [5]. De fato, hd diversos modelos, desde os proble-
mas de queda-livre a complexos cendrios cosmoldgicos
em que termos de atrito e viscosidade tém sua natureza
modelada por meio de entidades dependentes da ve-
locidade. Naturalmente, existem exemplos em que esta
dependéncia nao se traduz num comportamento dissi-
pativo, como o caso da forca magnética. Na auséncia
de forgas dissipativas, o fato de que a forga seja perpen-
dicular a dire¢do do movimento implica na conservacao
da energia. No presente trabalho é apresentado um
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caso, em que, aparentemente, a semelhanca com a forga
magnética é pequena. O alto grau de acoplamento en-
tre as coordenadas que compoem as forcas resultantes
dé origem, num caso particular cuja solucao é obtida
analiticamente, a érbitas limitadas a partir do ajuste
adequado das constantes ligadas as condicoes iniciais do
sistema, o que é um resultado no minimo curioso. Isso
se deve ao fato de que é possivel que um conjunto de
forgas, atuando em direcoes diferentes, que carreguem
alguns especificos tipos de acoplamento entre as coorde-
nadas sejam tais que nao haja dissipagao, mesmo que a
andlise individual para cada diregao sugira o contrario.
Na préxima secao é apresentada matematicamente a
descrigao do problema. Serd vista a condi¢ao na qual hé
conservacao da energia além do significado fisico acer-
ca de algumas das entidades que se tornam presentes
nos calculos. Em seguida, serd discutido o caso em
que o potencial associado a forca proposta é somado
ao potencial gravitacional newtoniano, ao potencial de
Manev e também ao potencial harmoénico através da
analise das possiveis 6rbitas que podem ser obtidas. Fi-
nalmente, as consideragoes finais sao apresentadas na
conclusio. E importante ressaltar que o trabalho se
propoe ainda a ser mais uma ferramenta motivadora
no estudo da mecanica cldssica por funcionar como um
interessante problema, devido a algumas de suas ca-
racteristicas pouco convencionais, que pode ser explo-
rado pedagogicamente por alunos, professores e demais
pesquisadores.

2. Condicoes para conservacao da ener-
gia

Por questao de simetria, o problema serd tratado a par-

tir de um sistema de coordenadas cilindricas. Assim, a

forga resultante, representada como a soma vetorial das
forgas nas diregoes p, ¢ e Z, é escrita como

Fr=F,p+Fsp+F.2, (1)
cujas componentes sao
szﬂ'(.b_p(i)?) ’ (2)
Fy=p (péﬁ + 2/745) : (3)
F,=uz. (4)

Aqui, p é a massa do corpo em estudo ou a massa re-
duzida, localizada no centro de massa, de um sistema
constituido por dois ou mais componentes massivos. A
particularidade deste sistema reside em sua forca resul-
tante, a qual tem a forma seguinte

AR o

Note que analisa-se o caso particular em que F, = 0.
Além disso, toma-se £ = 0 para que o movimento es-
teja contido apenas em um plano. A constante k tem

Fr=F,(p)p
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dimensao de massa e é maior que zero (a situacdo em
que k = 0 é o caso convencional) para que o lado di-
reito da Eq. (5) tenha dimensdo de for¢a e f é uma
funcao que serd particularizada adiante. Comparando
a Eq. (5) com a Eq. (1), obtém-se

1 (p<}5 + 2p'<z5) ];p;b (df) : (6)
u (ﬁ - p¢32) = Fy(p) - (7)

Agora uma relagao para (;5 pode ser obtida. Inicial-
mente, multiplica-se a Eq. (6) por 2p3¢, o que fornece

. L (1d
1(2p* 06 + 4p°pd) = kp*¢? (faii) :

Escrevendo a derivada de forma explicita, tem-se

d pr?\  k B

onde ¢g e py sao constantes associadas as condigoes ini-
ciais de ¢ e p respectivamente. Integrando e associando
a constante de integracao -y, é possivel escrever final-
mente a velocidade angular como

. 2 .
é=758d0f% . (®)
p
Substituindo a Eq. (8) na Eq. (7), tem-se
M{ 2po(bof } Fu(p) -

Explicitando novamente as derivadas temporais e apds
algumas manipulagoes algébricas obtém-se

d 1 L? E
dt 5/1[)2 2,u,(<))2f'u B
k
;“QMLpf b iro). (9)

Acima, Ly = /wp%cﬁo ¢ uma constante com dimensao
de momento angular, identificada como o momento an-
gular total, cujo vetor associado aponta na dire¢ao Z.

Um interessante caso pode ser analisado sob a
seguinte escolha da fungao f

() o

com Iy positivo. Como o argumento da exponen-
cial deve ser adimensional, I, deve ter dimensao
de [massa] x [comprimento®], o que permite identi-
ficar esta grandeza como uma espécie de momento de
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inércial B importante observar ainda que substituindo
a Eq. (10) na Eq. (6) obtém-se

Iy .
— 11
2up2p¢>, (11)

u (pé + 2/’><i>> =-
ou seja, a forca na direcao g{) depende da velocidade
radial e da velocidade angular, comportamento comu-
mente associado a forgas dissipativas.

Substituindo a Eq. (10) na Eq. (9), encontra-se

k
aj1r , L3 Iy ;
at ) 2" +2up2 P 2up?

k
kLI, Io \p. .

Desenvolvendo a derivada temporal é possivel observar
que o termo dependente de p% desaparece e obtém-se,
finalmente, a seguinte expressao

d (1 plL? kLo \\ .
e - | R AR

Na hipétese que F,(p) seja uma forca conservativa, o
que implica em Fj,(p) = —V,U(p) onde U(p) é a ener-
gia potencial associada ao sistema [5], pode-se escrever

S (14)

Substituindo a Eq. (14) na Eq. (13), tem-se

d [1 /,LL2 kI B
il e () 100} =0

Logo, o termo que esta entre as chaves é uma constante
no tempo, o que permite escrever por fim

1 .2 /J,L% k]o
P 2122

PF,(p) =

)+mm=am. (15)

E f4cil ver que a constante associada, Fy., € a energia
total do sistema pois o primeiro termo da soma cor-
responde & energia cinética. O termo U(p) é a energia
potencial do sistema e o segundo termo da soma corres-
ponde a uma energia potencial centrifuga que no caso
newtoniano convencional, isto é, quando o lado direito
da expressao (6)) é igual a zero, vale 2;‘)2. E importante
ressaltar que a relagao acima foi obtida considerando-
se uma forca tangencial diferente de zero e dependente
do produto das velocidades radial e angular, o que em
principio nao era um resultado esperado. E interessante
observar ainda que para haver conservagao de energia
conforme a Eq. (15) a forga tangencial deve necessari-
amente ser igual ao lado direito da Eq. (11), isto é,
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a Unica expressao possivel que leva a uma conservagao
da energia e que contém um tunico termo é —212152 p¢
Note que esta forga, assim como no caso da forca gravi-
tacional newtoniana, também é dependente do inverso
do quadrado da distancia.

Para o caso em que % < 1 (mesmo quando

p — 0) e observando que e* ~ 1+x+0(z?) a Eq. (15)
serd reescrita como
/’(‘LO k]o
R U Eo )
e portanto,
1 .4 L3 MLQ
= U Ey, =Etot - 16
2up+2,up2+ (p) = Etot — i tot (16)

Este resultado é igual ao encontrado quando o lado di-
reito da Eq. (6) é zero, o que corresponde & uma forga
tangencial nula, que é o caso convencionalmente tratado
na literatura.

3. Acerca da conservacgao da energia na
presencga de outros potenciais

O modelo proposto permite que diversos tipos de tra-
jetorias do sistema sejam analisadas a partir da es-
colha de condigoes iniciais convenientes e do potencial
U(p), o qual é, a priori, completamente livre. Isso
significa que sistemas conhecidos (gravitacionais por e-
xemplo) podem ser analisados ante a escolha adequada
de U(p), sendo que o termo restante, derivado da forga
dependente da velocidade definida na Eq. (11), pode
ser utilizado para descrever caracterisiticas adicionais
de modo que se tenha associado ao sistema resultante
verdadeiramente um potencial efetivo. Nesta secao as
atencoes sao voltadas para o estudo de certos cenarios
possiveis a partir das trajetdrias, utilizando o poten-
cial efetivo. Note inicialmente que, apds algumas mani-
pulagdes algébricas na Eq. (7) e definindo u = %, é
possivel escrever a equagao da trajetéria u(¢) como

du Kl (du\T T
Flaer T 22" \ g -
2
1% kIO 1
T exp (Muz) F (u) . (17)

Esta equagao nao possui solugao analitica simples mas
é interessante observar que, quando k = 0 a relacao
acima recai na equacgao de trajetéria bem conhecida.
Neste ponto, procede-se ao estudo de trés situagoes
particulares: para o potencial gravitacional newtoni-
ano, para o potencial de Manev e para o caso da soma de
ambos com o potencial harmonico, através da andlise do
grafico da energia em funcao da distancia. Esta andlise

INum sistema de dois corpos submetidos a um potencial gravitacional newtoniano, Iy deve ser o momento de inércia do corpo que

orbita em torno de seu par, por exemplo.
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revela que para um grande ntimero de valores possiveis
para os parametros envolvidos no problema, trajetérias
limitadas podem ser obtidas para todos os casos anali-
sados.

1. Potencial gravitacional newtoniano: Con-
sidere U(p) = —%. Neste caso, o potencial efetivo
assume a forma
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A L3 1
Uey = ~ + uear;p (ko> . (18)

Isto é equivalente a dizer que a forca gravitacional
newtoniana tem um acréscimo de um termo como
o definido na Eq. (11). O comportamento é ex-
presso na Fig. 1.
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Figura 1 - Da esquerda para a direita: £ = 0.1, 1 e 10. Aqui, como nos demais graficos a seguir, o eixo vertical representa a energia

potencial efetiva U,y e o eixo horizontal é a distancia p.

2. Potencial gravitacional newtoniano somado
com o potencial de Manev: Na segunda
década do século passado Georgi Manev, um
fisico bulgaro, propés um potencial cldssico nao-
relativistico visando reproduzir os resultados da
relatividade geral.  De fato, para descrever
cendrios como o sistema solar, a teoria de Manev
mostra-se especialmente eficaz. Apds 1930, ano
da dltima publicagcdo de Manev a respeito do
tema, suas idéias permaneceram esquecidas por
um longo periodo de tempo até receberem um
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novo impulso através de artigos recentes. O tra-
balho [4] traz uma breve e clara discussao acer-
ca da teoria de Manev e indica uma série de re-
feréncias recentes sobre o assunto.

Para este caso, o potencial efetivo fica escrito como

2
A pld (klo ) 3B 19)

2u2p? - 2e2p2

sendo o ultimo termo a direita da igualdade acima o
potencial de Manev atrativo. Observe a Fig. 2.
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Figura 2 - Da esquerda para a direita: k =0.1, B=0.1; k=1, B=0.1; k=10, B=1.
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3. Potencial gravitacional newtoniano e de minimo do potencial fica sendo
Manev somado ao potencial harmonico:
C.onsilderzzmdo agora/ um potencial pa?ménio dp % [Ap—i— g +17p3] _ exp( kgoﬂ) ES
tipo 51np”, onde 7 é a constante eldstica associ- Lj & 2p2p

ada ao potencial harmoénico, pode-se escrever o

potencial efetivo sob a forma enquato a seguinte expressao para frequéncia de

pequenas oscilagoes em torno de p é escrita sob a

forma
ettty (t). e [0 1) (2)-
ef P kI, P 202 p? rp P 9[;p ¢
3B 1, 2A—+17[>3]. 22
As Figs. 3, 4, 5 e 6 descrevem o valor de U, f para
A 6rbita circular de raio p que representa o diversos valores de k, B e 7.
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Figura 3 - Da esquerda para a direita: k =0.1, B=0.1len=1;k=01,B=1en=10; k=1, B=0.1en=0.1.
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Figura 4 - Da esquerda para a direita: k=1, B=1en=01;k=1,B=1en=1k=1, B=1en=10.
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Figura 5 - Da esquerda para a direita: k=1, B=10en=1;k=1,B=10en=10; k=10, B=0.1en=0.1.
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Figura 6 - Da esquerda para a direita: k=10, B=1en=0.1; k=10, B=10en=0.1; k=10, B=10en =1.

4. Conclusao

Neste trabalho uma forga dependente da velocidade foi
proposta e aspectos do modelo resultante foram discu-
tidos. Viu-se que, sob uma escolha especifica em que a
dependéncia com a velocidade ocorre nas diregoes radial
e tangencial, é possivel obter uma equacao que ates-
ta a conservagao da energia do sistema, resultado cu-
rioso tendo em vista a conexao que, em geral, existe
entre sistemas dissipativos e modelos cujas forgas sao
dependentes da velocidade. A equagao da energia é
formada pela soma de um termo cinético com um po-
tencial, o qual a principio é livre, e um termo poten-
cial centrifugo, perfazendo assim um potencial efetivo.
Estudou-se o comportamento de modelos submetidos
aos potenciais gravitacional newtoniano e de Manev na
presenca do potencial centrifugo e verificou-se a possi-
bilidade da obtengao de érbitas limitadas a partir do
adequado ajuste de parametros ligados as condigoes
iniciais do sistema e mesmo quando a energia total é
maior que zero. Observe ainda que para se obter um
estado ligado em qualquer dos casos, excegao feita ao

que acrescenta o potencial harmoénico, a energia total

do corpo deve ser menor que ’;—?ﬂg Quando o potencial
harmonico ¢é incluido o estado serd sempre ligado para
qualquer valor de energia total, mesmo que ela seja in-
finita.

Espera-se que este tipo de contribuicao seja um
elemento motivador na busca por novos e intrigantes
modelos mecanicos, capazes de dar conta de complexos
fenémenos utilizando ferramentas mais conhecidas que
outras mais sofisticadas, como as relativisticas, per-
mitindo a existéncia de um ntumero cada vez maior de
modelos analogos newtonianos. Além disso, a busca e
andlise de curiosos modelos em mecanica classica deve
manter aquecido o interesse pela area e fortalecer seu
apelo pedagdgico.
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