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A dindmica néo-linear, demonstrando a existéncia de eventos hipersensiveis as condi¢bes iniciais, sacudiu
as bases da filosofia da Ciéncia, principalmente no que remete ao poder preditivo do conhecimento cientifico.
No contexto educacional, no entanto, o caos deterministico continua sendo pouco explorado, mesmo em cursos
de graduacdo, apesar do seu potencial para favorecer a aprendizagem tanto de conceitos cientificos quanto de
elementos centrais da filosofia da Ciéncia. Propondo uma alternativa para a abordagem do tema em cursos de
formagdo de professores, apresentamos neste artigo uma abordagem didatica para o ensino de tépicos de dindmica
nao-linear utilizando um aplicativo online e open source chamado Insight Maker, que permite a integragao
numérica e geracdo de graficos de forma automatizada, requerendo poucos conhecimentos de programacio.
Debatemos as nogoes de determinismo e previsibilidade analisando dois modelos tedricos de péndulos: o péndulo
simples e o amortecido forcado. Na primeira situagdo, a integracdo numérica das equagbes de movimento pelo
Insight Maker mostra que o fenémeno é em principio previsivel, j4 que suas solugdes tém pouca sensibilidade as
pequenas variagoes nas condig¢bes iniciais impostas. O mesmo néo ocorreu com o péndulo amortecido forgado.
Utilizando a mesma ferramenta, mostramos que esse fenémeno pode apresentar regime cadtico em funcio de
variacdes de um parametro do sistema. Isso foi feito tanto pelo teste de sensibilidade as condi¢bes iniciais quanto
pela obtengdo indireta do expoente de Lyapunov. Evidenciamos as chamadas “ilhas de ordem” e demos particular
enfoque a rota para o caos via cascata de duplicacdo do periodo, expondo conceitualmente o papel do niimero de
Feigenbaum em sistemas nao-lineares.

Palavras-chave: Caos, Dindmica ndo-linear, Previsibilidade, Simulacdo computacional, Insight Maker, Péndulo
amortecido forcado.

Demonstrating the existence of events that are hypersensitive to initial conditions, non-linear dynamics shook
the bases of philosophy of Science, mainly in what refers to the predictive power of scientific knowledge. In
educational context, however, deterministic chaos continues to be little explored, even in undergraduate courses,
despite its potential to favor the learning of both scientific knowledge and central elements of philosophy of
science. Proposing an alternative approach to the subject in teacher training courses, this article presents a didactic
approach for teaching nonlinear dynamics using an online and open source application called Insight Maker, which
allows the solving of differential equations by numerical integration and automated generation of graphs, requiring
little programming knowledge. We discuss the notions of causality, determinism and predictability by analyzing
two theoretical models of pendulums: the simple pendulum and the forced damped one. In the first situation,
numerical integration of the equations of motion in Insight Maker shows that the phenomenon is, in principle,
predictable, since its solutions have little sensitivity to small variations in the imposed initial conditions. The
same did not occur with the forced damped pendulum. Using the same tool, we show that this phenomenon can
present chaotic behavior due to variations in a system parameter. This was done both by applying a sensitivity test
considering variations in the initial conditions and the indirect calculation of the Lyapunov exponent. We showed
the so-called “islands of order” and highlighted the route to chaos via the period doubling cascade, conceptually
exposing the role of the Feigenbaum number in nonlinear systems.

Keywords: Chaos, Nonlinear dynamics, Predictability, Computer simulation, Insight Maker, Forced damped
pendulum.
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1. Introducao

Uma das principais caracteristicas do conhecimento
cientifico é a sua dinamicidade. Como um organismo
vivo, a Ciéncia estd em permanente transformagao, ama-
durecendo a partir de intensos debates entre cientistas,
fundamentados tanto em resultados experimentais e
teorizagoes quanto em perspectivas filoséficas e tensoes
sociais. A despeito da vivacidade da Ciéncia, o ensino
de Mecénica Cléssica costuma ocupar longos periodos
da educacgdo formal nos quais é abordado como um
conhecimento estatico, assumindo-se, implicita ou expli-
citamente, que tal campo cientifico foi completamente
estabilizado com os trabalhos de Galileu, Newton e Euler
ainda no século XVIII, nada mais de interesse restando
para analisar.

Os desdobramentos da Mecénica Classica nos séculos
XIX e XX, no entanto, foram fundamentais na evolugao
da Fisica e da Filosofia. O caos deterministico, que sera
explorado neste artigo, sacudiu as bases da Ciéncia,
promovendo profundas reflex6es sobre o poder preditivo
dos modelos cientificos. Conceitos relacionados com a
Natureza da Ciéncia, como os de causalidade, determi-
nismo e previsibilidade, estao no seio das discussoes pro-
movidas a partir dos avancos decorrentes desse campo
de investigacdo. Cientes das potencialidades desse tema
para instigar o imaginario popular, diferentes campos
artisticos tém desenvolvido produgdes culturais pauta-
das por conceitos relacionados com o estudo do caos,
como filmes (por exemplo, o “Efeito Borboleta”, pre-
miada producdo de Eric Bress e Mackye Gruber) e
livros (como o “Problema de trés corpos”, best-seller de
Cixin Liu).

O caos evidencia a Ciéncia como uma entidade viva,
em permanente mudanga, onde disciplinas se interco-
nectam em suas mutuas influéncias. Foi investigando
a estabilidade do sistema solar, no final do século
XIX, que Henri Poincaré (1854-1912) reconheceu o
caos deterministico. No entanto, foi com o desenvolvi-
mento de outro campo, a informatica, e a popularizacao
dos computadores que a teoria do caos poéde alcancar
avangos rapidos. Desde entdo, a dindmica nao-linear
passou por importantes progressos, sendo popularizada
pelos trabalhos de Edward Lorenz sobre a dindmica
atmosférica, cujos efeitos foram difundidos sob a alcunha
de “efeito borboleta”. Recentemente, a medalha Fields
concedida ao matemadtico brasileiro Artur Avila em
2014 pelo seu trabalho com sistemas dindmicos atesta
que a dindmica nao-linear continua sendo uma &rea
aberta, valorizada e efervescente. Consolidando-se como
um campo interdisciplinar, a importancia dessa area
vem crescendo por suas implicagoes em muitas areas da
Ciéncia além da fisica e da matemética, como economia,
medicina e biologia [11 [2].

Apesar da importancia histérica e atual da dindmica
nao-linear, ela é pouco explorada no ensino de Fisica,
sendo em muitos casos omitida. A constatacdo desse fato
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vem de longa data: Gleick [3] ja criticava a omissao do t6-
pico de dinamica nao-linear nos cursos de formagéo cien-
tifica na década de 70. Mas por que isso ocorre até hoje?
De fato, um programa de estudos em dinamica nao-linear
costuma demandar dos discentes certo dominio tanto de
matemdtica quanto de programacdo. Ferrari et al. [4]
constataram que esses fatores implicam dificuldades
significativas para futuros docentes em Fisica. E possivel
que esta exigéncia contribua de forma significativa para
a omissao desse tema nos cursos de graduacao. No
entanto, softwares modernos focados em modelagem
computacional com fins diddticos possibilitam que as
dificuldades relacionadas com o dominio do formalismo
matematico e com os procedimentos de programacao
vinculados ao ensino de caos sejam significativamente
amenizadas.

No presente artigo, procurando explorar tanto as
potencialidades do uso de ferramentas computacionais
no ensino de Fisica como oferecer uma alternativa para
promover um ensino instigante, focado em temas que
estimulam o imaginario das pessoas e centrado em
conceitos basilares da filosofia da Ciéncia, apresentamos
uma proposta de abordagem que permite a introdugao
de topicos sobre caos deterministico em contextos educa-
cionais. Acreditamos que a alternativa apresentada pode
ser empregada no contexto de formagdo de professo-
res, tanto no ensino publico quanto privado. Para que
isso seja possivel, é necessario proporcionar ao futuro
docente os conhecimentos que o tornam capaz da sua
implementagao. Com este intuito, conduziremos aqui um
debate sobre o tema para uso em cursos de formacéo
de professores de Fisica ou Ciéncias. A abordagem é
centrada no estudo de um modelo da Fisica que pos-
sibilita a exploracao de conceitos importantes no campo
da dindmica nao-linear: o péndulo amortecido forcado.
Esse modelo é adequado para introduzir futuros docentes
nessa area porque possibilita, com moderada complexi-
dade matemadtica, o aprofundamento da aprendizagem
de conhecimentos caros ao campo da Mecénica Cléassica
(e.g., relagoes entre forgas e movimentos), assim como da
aprendizagem de conceitos importantes no estudo de
caos deterministico (e.g., rota para o caos, expoente
de Lyapunov, nimero de Feigenbaum). Além disso, a
resolugdo numérica tem interpretagdo grafica intuitiva,
vinculada a um evento real. O estudo quantitativo é feito
por meio de um software chamado Insight Make7E|7 a
partir do qual é possivel resolver equacoes diferenciais
de forma online com poucos conhecimentos de progra-
magao. Os graficos que evidenciam a sensibilidade as
condigoes iniciais e a duplicagdo do periodo na rota para
0 caos sao gerados automaticamente.

Na secao seguinte, expomos consideragoes uteis para
a abordagem proposta versando sobre os conceitos
de causalidade, determinismo e previsibilidade. Para

1 Disponivel em: |https://insightmaker.com/, Acesso em: 29/11/
2022.
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familiarizar o(a) leitor(a) com os conceitos e com o
recurso computacional utilizado, fazemos isso a partir
da exploragao de um modelo conhecido mesmo entre os
iniciantes em Fisica: o modelo de péndulo simples. Na
secao |3 ampliamos a discussao explorando o péndulo
amortecido forcado no Insight Maker, evidenciando os
problemas que surgem relativos a previsibilidade do
modelo e exibindo sua rota para o caos. Na ultima secao
tecemos as consideracoes finais.

2. As Nocoes de Causalidade,
Determinismo e Previsibilidade: Uma
Analise a Partir do Péndulo Simples

O péndulo tem um papel muito importante na histéria
da fisica, assim como da Ciéncia e da cultura da
sociedade ocidental [5 [6]. O estudo do péndulo deu
contribui¢cbes importantes tanto para o conhecimento
humano, como para o estabelecimento de formas precisas
de medir intervalos de tempo, o que na época das
grandes navegacoes foi fundamental para a determinacao
da longitude das embarcagées em alto-mar; também
para a determinagdo experimental da aceleracao da
gravidade, mostrando que seu valor muda de acordo com
a latitude no globo terrestre, que passa a ter formato
reconhecidamente esferdide oblato; ainda, para o estudo
das colisdes e o consequente estabelecimento de leis de
conservagao na Fisica, consolidando a mecanica celeste
newtoniana e o consequente fim da dicotomia entre o
mundo sublunar e o supralunar [7, p. 206].

Diversos notaveis cientistas se debrucaram sobre o
estudo de péndulos. Galileu, por exemplo, fortemente
embebido no paradigma platénico, argumentava que
as trajetorias dos péndulos formavam segmentos de
circulos — figura geométrica associada aos movimentos
perfeitos. Por isso, dizia que os péndulos eram isdcronos
e, a despeito dos seus resultados empiricos, assumia,
equivocadamente, que seus periodos nao dependiam
da amplitude do movimento [6, p. 21]. Foi apenas
com Huygens, no entanto, que o periodo de pequenas
oscilagoes do que hoje chamamos de péndulo simples foi
caracterizado pela equagdo T = 2m4/L/g, onde L é o
comprimento da haste e g a intensidade da aceleracao
da gravidade. As deducoes de Huygens sdao fundamenta-
das em argumentos geométricos que hoje consideramos
muito complicados (consulte-os em [8]). Atualmente, no
entanto, a dedugao das equacdes associadas ao modelo
de péndulo simples é tradicionalmente apresentada para
estudantes dos primeiros semestres dos cursos de Fisica
sem significativas dificuldades.

Fenomenologicamente, o movimento de um péndulo
formado por uma pequena bolinha de massa m oscilando
presa em uma haste é um dos mais simples de ser
explicado. Trata-se de um evento que se repete, marcado
por oscilagoes de periodos aproximadamente constantes.
O modelo de péndulo simples, no entanto, representa
esse evento apenas de forma aproximada. Na deducao
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das suas predicdes, que nao estd no escopo deste artigo,
consideramos que a haste que o sustenta é rigida e
inextensivel; que o corpo na sua extremidade é pontual;
que o campo gravitacional tem médulo constante; e
que a forca de arrasto com o ar é desprezivel. Com
essas hipoteses, concluimos que a intensidade do torque
total sobre o péndulo simples em relacdo ao seu eixo de
sustentacao é dado apenas em funcao da forca peso, de
intensidade P = mg, que age sobre o corpo, de forma
que a equacao de movimento resulta em [Q]B

¢ = s sin ¢, (1)
onde ¢ é o dngulo (crescendo no sentido anti-hordrio)
entre a haste do péndulo e a direcao vertical. De acordo
com o chamado determinismo classico, que é a postura
usualmente propagada em instituicbes de ensino, uma
vez conhecida a posicdo e velocidade (¢) em certo
instante, podemos conhecer as mesmas grandezas num
instante de tempo posterior (ou anterior) utilizando
a Eq. . Ou seja, podemos prever o movimento fu-
turo da bolinha. Mas podemos mesmo? E comum que,
apressadamente, as pessoas respondam a essa pergunta
considerando que, se podemos determinar a evolugao
de um sistema, podemos prevé-lo. Vamos aprofundar as
diferencas entre esses aspectos neste artigo analisando
as diferencas entre os conceitos de causalidade, determi-
nismo e previsibilidade.

Historicamente, a nocdo de que sistemas fisicos sdo
previsiveis se desenvolveu a partir das ideias de causa-
lidade e determinismo [10, [IT]. A nocéo de causalidade
é um dos principios racionais do pensamento segundo o
qual todo fendmeno tem uma causa, razado ou motivo.
Essa concepcdo da forca a ideia de necessidade nas
leis da natureza, as quais o pensamento racional do
ser humano seria capaz de apreender. Nesse caso, o
estado do péndulo em um instante é entendido como
a causa das suas variacdes de aceleragdo, ou seja, €
0 que causa suas oscilagoes, estando essas informagoes
engendradas na prépria forma da equacdo diferencial
(Eq. (1))). Essa concepgao de causalidade foi difundida
no século XVIII com D’Alembert e Lagrange no contexto
do desenvolvimento da mecéanica analitica, tornando-se
a concep¢ao hegemonica na Fisica [12].

O determinismo pode ser entendido como uma gene-
ralizacdo da ideia de causalidade, referindo-se a ideia
de fatalidade ou inexorabilidade dos eventos fisicos.

2 Por termos fins did4ticos, ao invés de suprimir o peso P,
que desaparece da equacdo apds a simplificacdo com a massa m
no denominador da Eq. , optamos por considerd-lo de forma
explicita, o que também serad feito com as forgas no modelo do
péndulo amortecido forcado. Tal decisdo é tomada em fungao
das intengdes didaticas do artigo, para que, no momento em
que formos construir os modelos no software Insigth Maker, as
forcas sejam apresentadas explicitamente, favorecendo a anélise
dos eventos do ponto de vista fisico (avaliagdo das forcas atuantes
no sistema), e ndo puramente matematico (exclusivamente como
taxas de variacdo de grandezas).
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Também estd vinculado com a crenga na necessidade das
leis naturais, implicando a capacidade de se determinar
antecipadamente os eventos futuros. No caso do péndulo,
reforca-se a no¢ao determinista de que seus movimentos
futuros sdo plenamente estabelecidos pelo seu estado
inicial e pelas leis de Newton. A nogao atual de determi-
nismo é decorrente da estabelecida por Laplace no século
XIX. Segundo ele, uma inteligéncia que fosse capaz
de conhecer todas as condic¢bes iniciais de um sistema
poderia, em tese, deduzir seu passado e futuro, de
forma que tudo é previsivel e determinado. No entanto,
Laplace nao acreditava que o homem pudesse conhecer
tais condigbes iniciais. De fato, toda medicao cientifica
é acompanhada de uma incerteza; por menor que seja
a incerteza de uma medi¢do, sempre caracterizamos o
valor de uma grandeza como um intervalo, e nao como
um valor individual [I3]. Laplace sugere entdo, como
paliativo a ignorancia, o desenvolvimento da teoria das
probabilidades [14].

Hoje temos clareza de que a previsibilidade dos
eventos fisicos ndo é limitada apenas pela dificuldade
em se conhecer as condigoes iniciais. Toda previsao da
Fisica é obtida por meio de modelo(s) que descreve(m)
a realidade de forma aproximada. De fato, para descre-
ver a realidade precisamos necessariamente nos afastar
dela [I5]. Por exemplo, foi isso que fizemos quando
admitimos que a haste que sustenta o péndulo é rigida e
inextensivel e o corpo em sua extremidade é pontual. Em
geral dizemos que um modelo é adequado/inadequado
quando descreve certo fendémeno com margem de erro
menor/maior que o grau de precisio admitido [16].
E ingénua, portanto, a nocdo de que os modelos da
Fisica representam fen6menos com absoluta precisdo
para qualquer instante de tempo. Entretanto, mesmo
se os modelos descrevessem a realidade de forma exata,
teriamos outro fator que limita a previsibilidade.

Sistemas fisicos descritos por equagdes diferenciais
nao-lineares podem apresentar comportamento caético.
Pequenas variagoes nas condicoes iniciais desses sistemas
sao suficientes para modificar totalmente seu comporta-
mento futuro, o que compromete de forma irrevogavel
o resultado da previsdo. Como nossa capacidade de
determinar precisamente tais condigoes é limitada —
como ja havia percebido Laplace —, ndo podemos assumir
que sistemas nao-lineares sejam previsiveis (a priori).
Existem duas condi¢bes necessarias para a existéncia de
solugdes cadticas de uma equacido diferencial. A equagéo
precisa conter termos nao-lineares e envolver ao menos
trés varidveis dindmicas (trés dimensées) [I7, p. 20].
Nesse caso, a solugdo s6 pode ser obtida de forma
numérica, e ndo ha uma forma geral de determinar se
um dado sistema apresentard ou nao comportamento
cadtico.

Para compreender de forma intuitiva como um sis-
tema determinista pode produzir resultados imprevi-
siveis, podemos fazer uma analogia com o conceito
de equilibrio mecéanico: a imprevisibilidade de sistemas
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caoticos decorre do fato de que as solugbes das equagoes
diferenciais que os representam contém regioes de equili-
brio instavel, tornando pequenas varia¢des nas condi¢oes
iniciais muito significativas [I§]. Essa analogia é util
para entender como a evolugao de um sistema pode ser
imprevisivel; porém, o fen6meno do caos nao se limita a
mecanica, podendo ocorrer em diversos campos, como o
da otica. Por exemplo, nos lasers de diodo de Fabry-
Perot (um tipo comum), a corrente elétrica deve ser
modulada na frequéncia correta para garantir a emisséo
periddica de luz, isto é, fora da regido cadtica [19].

Antes de explorarmos o péndulo amortecido forgado,
vamos analisar aqui as implicagoes do nosso desconheci-
mento sobre as condigoes iniciais em um sistema mais
familiar aos estudantes: o péndulo simples. Faremos
isso com dois objetivos diddticos: ¢. familiarizar o(a)
leitor(a) com o uso do software Insight Maker através
da andlise de um evento mais conhecido pelos(as) es-
tudantes; e 4i. introduzir os procedimentos relaciona-
dos com os conceitos de causalidade, determinismo e
previsibilidade que abordaremos com esse software a
partir de um sistema mais simples — que nao apresenta
comportamento cadtico. Seremos dirigidos pela seguinte
questao: Quais as implicacbes do desconhecimento das
condigoes iniciais no caso do péndulo simples? Guia-
dos por questdo semelhante, mostraremos, na segao [3]
que as implicacoes desse desconhecimento para o pén-
dulo amortecido forgado sdo muito distintas das para
o péndulo simples. De partida, podemos afirmar que o
péndulo simples nao apresenta caos ja que, apesar de
a equagdo diferencial que o representa possuir termos
nao-lineares, contém apenas duas varidveis dindmicas
(¢ e ¢). Ja o péndulo amortecido for¢ado — um sistema
levemente modificado em relagdo ao péndulo simples,
como veremos — apresenta esse comportamento. Na
préxima subsegao, continuaremos estudando o péndulo
simples com o objetivo de consolidar nosso entendimento
sobre o conceito de causalidade e determinismo, bem
como introduzir o software Insight Maker, que seréd usado
para explorar o caos determinista no péndulo amortecido
forcado.

2.1. Implementando o modelo de péndulo
simples no Insight Maker

O Insight Maker é um software online, gratuito e
de coédigo aberto utilizado para construir e comparti-
lhar modelos que descrevem sistemas dindmicos [20].
Os modelos sao construidos graficamente, de forma que
as relagOes causais entre os elementos do sistema sao
visualmente explicitadas. A apresentacdo do modelo é
facilitada por um sistema de diagramacgao em blocos que
separa os elementos do sistema dindmico em varidveis,
taxas de variagdo e constantes. A solucdo numeérica da
simulacao computacional pode ser feita pelo método de
Euler ou pelo método de Runge-Kutta de quarta ordem,
com passo ajustavel pelo usuario. Uma vantagem da
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b(rad/s)

Figura 1: Resultados da simulacdo do modelo do péndulo
simples no software Insight Maker. Em (a), é exposta a evolucio
temporal da posicdo angular. Em (b), o diagrama de fase do
sistema, isto &, ¢(¢).

utilizagao do Insight Maker é que os estudantes podem
explorar modelos cientificos mesmo dispondo de poucos
conhecimentos de programacdo, demandando apenas
dominio sobre o conceito de derivada, relacionando-o
com taxas de variacao.

Nao estd no escopo deste artigo expor um tutorial
sobre o uso do Insight Maker, que pode ser consultado
em [2I]. Nos limitaremos a apresentar os resultados da
simulacdo com a ferramenta. Os detalhes da construcao
de cada diagrama usado no artigo se encontram no
Material Suplementar. Na Figura explicitamos o
resultado da simulagdo, que é uma integragdo numérica
da Eq. considerando ¢(0) = 30°, ¢(0) = 0 rad/s,
L=1m,g=981m/s®>em=1kg.

2.2. Previsibilidade no modelo de péndulo sim-
ples: anilise da sensibilidade as condigées
iniciais

Uma forma de auferir a previsibilidade de um modelo
é avaliar a sensibilidade dos resultados da simulacao
frente a pequenas variagoes nas condicgbes iniciais. Em
sistemas reais, tais variacdes sao inerentes ao processo
de medicdo e ndo podemos elimind-las [23]. No caso de
um péndulo, sempre teremos incerteza na medicdo do
seu comprimento L, da sua massa m, da aceleracao da
gravidade ¢ e do seu angulo inicial ¢(0). Como essas
incertezas (desconhecimentos das condiges iniciais do
evento) afetam a previsdo do modelo?

Para avaliar a sensibilidade dos resultados da simula-
cao frente as pequenas variacdes nas condicgoes iniciais,
vamos repetir N = 500 vezes a simulacdo no Insight
Makerﬂ de forma que, a cada nova simulagao, os valores
das variaveis do sistema tém condigOes iniciais diferentes,
seguindo uma distribuigdo normaﬁ Nesse processo,
assumimos as incertezas experimentais tipicas como um
desvio padrao [13].

Na simulagdo que segue, utilizamos (¢(0)) = 30°,
op0) = 0,5% e #(0) = 0 rad/s. Consideramos os
seguintes valores médios e desvios padrao para os outros

3 Fazemos isso com a ferramenta Sensitivity Testing, explicada no
Material Suplementar.

4 No software, também é possivel assumir outras distribuicées
como a Binomial e de Poisson.
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Figura 2: Resultado do teste de sensibilidade a variagdes nas
condi¢des iniciais para o péndulo simples.

pardmetros do modelo de péndulo simples: (L) = 1 m
eaL:O,Smnﬂ; (m) zlkgeamzlgﬂ@) =
9,759 m/s? e o, = 0,003 m/szm O resultado do teste de
sensibilidade pode ser observado na Figura

A Figura [2] se parece muito com a Figura [I[a), indi-
cando que, mesmo com os quatro parametros variando
a cada inicio de simulagao, o resultado da predicao nao
se altera significativamente. No destaque apresentado na
figura, pode-se ver que, na cor amarela, estdo representa-
dos aproximadamente 68% dos resultados da simulacao;
j& na cor azul, 95% dos resultados’}

Concluimos essa secdo destacando que, por mais que
os resultados obtidos difiram entre si por pequenas
variacOes nas condicOes iniciais, eles refor¢cam a nogao
de que o evento descrito pelo modelo é previsivel,
ja que, pelos resultados da simulagao, a diferenca no
angulo foi relativamente baixa. Tomando 95% dos dados
resultantes das 500 simulagées realizadas com varia-
¢oes em diversas das condigoes iniciais, identificamos
incertezas maximas propagadas de 3° nas predi¢oes, um
valor pequeno dependendo dos objetivos que estao sendo
considerados. Assim, apesar das limitagoes na medida,
podemos concluir que é possivel prever a evolugiao de
um péndulo de forma aproximada usando o modelo de
péndulo simples. Na préxima secdo faremos uma analise
semelhante, porém com o modelo do péndulo amortecido
forgado, mostrando que tal previsibilidade é bastante
distinta neste caso.

3. Desafiando a Previsibilidade da Fisica:
O Péndulo Amortecido Forcado

O péndulo amortecido e for¢ado se diferencia do péndulo
simples pela inclusdo de duas forcas: 7. uma relacionada

5 Simulando uma medigdo feita com uma régua cuja menor escala
é 1 mm.

6 Simulando uma medicdo feita com uma balanca de precisdo
digital cujo menor valor nao nulo indicado pelo mostrador é 1 g.
Com isso temos uma medida conservadora da incerteza [13] p. 36].
7 Valor medido em Porto Alegre, segundo Silveira [24].

8 Na distribuigdo normal, cerca de 68% dos valores distam até 1
desvio padrao em relagao a média, enquanto cerca de 95% distam
até dois desvios.
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Figura 3: Esquema representando o péndulo amortecido forcado
e as forcas nele atuantes. Observe que a direcdo da forca externa
pode agir tanto contra como a favor do movimento, ja que sua
frequéncia angular w pode n3o ser ressonante com a oscilacdo
do péndulo.

com o arrasto devido ao ar, que assumimos ser sempre
contraria a dire¢do do movimento e diretamente propor-
cional a velocidade (F_"M = b = —bLé@, onde b é
uma constante de proporcionalidade que depende das
caracteristicas do corpo suspenso e do fluido em que
estd imerso), e 4. uma fora periddica externa F(t),
na direcdo do movimento. Admitimos que essa forca
é senoidal, com frequéncia angular w e amplitude de
forca motriz Fy, isto é, F"(t) = FycoswtiPl O esquema
representando as forgas é sintetizado na Figura [3]

Pela Figura [3] constata-se que o torque em relagao ao
eixo de rotacio é dado por 7 = [LF(t)—LF,.— LPsin ¢|;.
Considerando que I qb = 7, onde I = mL? é o momento
de inércia do sistema em relagdo ao eixo de sustentagao
do péndulo, e que o torque resultante tem componentes
apenas ao longo do eixo 7, a equacdo de movimento pode
ser escrita, na forma escalar, como:

1

¢ = E[F(t)

— F, — Psin¢). (2)

Também vamos introduzir um parametro adimensi-
onal v, definido como v = Fy/mg, que representa o
quao intensa é a forga externa em comparacdo com o
peso do corpo. Ou seja, quando v < 1, podemos dizer
que a forca externa é desprezivel em relagdo ao peso do
corpo; quando v =~ 1, essa for¢ca é comparavel com o
peso do corpo. Esse é o pardmetro que vamos mudar
nas simulagoes da rota para o caos descrita no artigo.
A seguir, exploramos o modelo do péndulo amortecido
forcado resolvendo a Eq. (2)) no Insight Maker.

9 Essa forma para a forca foi escolhida porque gera o efeito do
caos que queremos estudar no artigo. Fisicamente, ela poderia
representar, por exemplo, o “embalo” fornecido pela mie que
empurra seu filho no balango ou a tragao que controla o movimento
de um “barco viking” em um parque de diversoes.
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3.1. Implementando o péndulo amortecido
forcado no Insight Maker e a constatagao
da imprevisibilidade

A construcdo do diagrama de blocos no Insight Maker
para o péndulo amortecido forcado se da pela inclusao
de mais alguns blocos no diagrama usado para o péndulo
simples. Esses blocos sdo as novas forgas atuantes, bem
como os parmetros a elas associadod'V] Para realizar o
teste de sensibilidade, vamos considerar apenas variacoes
no parametro ¢, que dessa vez vai iniciar na vertical:
(#(0)) = 0° e o0y = 0,5°. Como estamos com inten-
¢oOes didaticas, ou seja, nao é nossa prioridade termos
precisao nos resultados, focando sobretudo em aspectos
conceituais, optamos por rodar a simulacdo com menos
exigéncias computacionais, limitando-nos a analise das
implicagoes das incertezas apenas no angulo inicial, e
nao nas outras grandezas do modelo. Esse procedimento
sera suficiente para as discussoes conduzidas no artigo.

Novamente, executamos o teste de sensibilidade reali-
zando N = 500 simulagées. Na primeira andalise, vamos
considerar v = 0,2, isto é, a forga motriz é pequena
comparada com o peso do corpo. Os outros parametros
escolhidos sdo: ¢(0) = 0 rad/s, w = 2, m = 1 kg,
g=9,79 m/s?, L = g/(97%) e b = 37/2. Na Figura
estao exibidos os resultados da simulagao.

Na Figura [] percebemos que o sistema inicia uma
fase de transiente, que leva cerca de dois segundos para
se ajustar em uma trajetéria periédica, com periodo
de T = 1 s, medido diretamente a partir do grafico.
A andlise de sensibilidade mostra que, mesmo variando
o angulo inicial levemente em torno da posicao ¢ = 0°, o
que pode ser entendido como uma incerteza no valor da
posicao inicial do péndulo, ndao hé variacao significativa
na predicdo do modelo. De fato, a predigdo parece ser
melhor até que a do péndulo simples.

Na analise seguinte, repetimos a simulacdo, porém
agora com v = 1,5. Esse valor implica que o valor
méximo da for¢a motriz é 50% maior do que o peso do
corpo preso a extremidade da haste. Todos os outros

-©- Median 68% Region © 95% Region
0.3 03
= 0.1 ~ 0.1
E E
3.01 <01,
-0.3 -0.3
0 10 20 0 10 20
t(s) t(s)
(a) (b)

Figura 4: (a) Resultado da simulagdo com o péndulo amortecido
forcado para v = 0,2 e (b) o correspondente teste de
sensibilidade.

10 A simulagdo estd disponivel pelo link em [25].
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Figura 5: (a) Resultados da simulacdo com o péndulo amor-
tecido forcado para v = 1,5 e (b) o correspondente teste de
sensibilidade.

pardmetros foram mantidos como antes. O resultado da
simulacao esta expresso na Figura

Comegamos por observar um ponto fundamental que
distingue as Figuras [4 e B} enquanto a primeira exibe
comportamento periédico, a segunda nao o faz. Isso pode
ser verificado aumentando o tempo de simulagao para os
parametros selecionados: nao importa quanto tempo se
observe, ndo é possivel identificar um padrao. Observa-
mos também que o modelo forneceu previsdes idénticas
até aproximadamente sete segundos mesmo com uma
pequena variabilidade na condi¢ao inicial do &angulo.
A partir dai, no entanto, os resultados divergiram tanto
quanto mais afastados da média estavam inicialmente.

Aparentemente, o parametro -y controla em algum
nivel a previsibilidade do sistema. De fato, as Figuras [4]
e [f] evidenciam um ponto de transi¢do da ordem para o
caos que passamos a estudar em maiores detalhes agora.

3.2. A rota para o caos: duplicagdao do periodo

Como visto, a condi¢do necessaria para a existéncia
de solugoes cadticas para uma equacao diferencial sdo
duas [I7, p. 20]: a equagdo precisa conter termos nao-
lineares e envolver ao menos trés varidveis dinamicas
(trés dimensdes). Na Eq. , o termo nao-linear é sin ¢ e
as varidveis dindmicas sio ¢, ¢ e Conforme mencio-
nado, podemos identificar a rota para o caos pela escolha
conveniente dos parametros. Cabe destacar, no entanto,
que nao ha apenas uma rota para o caos no péndulo
amortecido e forcado. Algumas rotas encontradas até
entdo sdo: a cascata de duplicacdo de periodo, tanto
para solugOes restritas e néio—restritaa{zl; as transicoes
aleatdrias entre dois estados restritos; a transigdo inter-
mitente entre estados cadticos nao-restritos com rotagao
alternada em sentido hordrio e anti-hordrio [27]. Neste
artigo, vamos explorar a rota para o caos através da
cascata de duplicacdo do periodo.

11 A dependéncia explicita do tempo implica um grau de liberdade
extra no sistema, ji que o tempo pode ser entendido como uma
varidvel dindmica que obedece a relacio £ = 1 (veja, p. ex.,
26, p. 5)).

12 Solucbes restritas sdo aquelas em que o angulo ¢ fica confinado
em um intervalo. Quando esse nao é o caso, chamamos as solugoes
de ndo-restritas.
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Em 1975, o fisico Mitchell J. Feigenbaum descobriu
de forma empirica uma relacdo matematica genérica
que relaciona a duplicacdo do periodo T de sistemas
cadticos com um pardmetro ¢ que o descreve. Se
{T,2T, 2T, ..., 2"~ 1T}, é o conjunto dos valores de
perfodo associados aos parametros {(,}52,;, entdo se
obtém o chamado niimero de Feigenbaum § pela seguinte
expressao:

5= lim St 4,6692016. . .. (3)

n—=00 CTH-I —Cn

Até o presente momento nao sabemos explicar sua
causa [28]. Sabemos, no entanto, que a cascata de
duplicagado do periodo ocorre respeitando essa lei para
uma grande variedade de sistemas nao-lineares, ates-
tando a universalidade desse principio. Quando trazido
a tona em contextos de ensino, tal aspecto evidencia a
contemporaneidade da dindmica nao-linear, bem como
a importancia de estudé-la para buscarmos uma melhor
compreensao do mundo. Mais adiante, quando evidenci-
armos a duplicagdo no periodo no péndulo amortecido
e forcado pelo Insight Maker, vamos obter um valor
aproximado para o ntimero de Feigenbaum.

Iniciamos a rota para o caos buscando valores de ~
maiores que v = 0,2. Utilizando as mesmas condicoes
iniciais do exemplo anterior, aumentamos esse para-
metro sucessivamente até encontrar um valor limite a
partir do qual sdo produzidas solugdes periddicas com
periodo duplicado (T' = 2 s). Encontramos esse resultado
para v = 1,0650 com uma precisao de 0,0001, isto é,
diminuir o valor de v em 0,0001 faz com que o periodo
volte a ser de um segundo. Destacamos que esse é um
valor préximo ao encontrado na literatura, que é de
~v = 1,0663 [29, p. 474]. O resultado da simulagdo estd
exposto na Figura [0]

40

35 36 37 38 39 40

0 20 40
t(s)

Figura 6: Evolucdo do péndulo amortecido forcado para v =
1,0650. A simulacdo foi executada até 40 segundos, buscando
simultaneamente eliminar residuos transientes na evolucao tem-
poral, bem como amenizar o erro associado aos arredondamen-
tos realizados na integracdo numérica.
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Como no resultado apresentado na Figura [4 essa
simulagdo apresenta uma fase transiente, que nesse
caso dura até logo apoés 20 segundos. Depois disso, o
sistema apresenta regime periédico, porém com periodo
duplicado (T" = 2 s) em relagdo a simula¢ido com o
pardametro v = 0,2, quando o periodo era T' = 1 s nas
mesmas condigoes iniciais. Neste ponto, destacamos que
o periodo nao varia apenas em funcao de -y, tampouco
apenas de forma a se duplicar. De fato, se a simulacao
fosse realizada com vy = 1,077, seria observada uma
evolugao periédica com T = 3 s (periodo triplicado);
ainda, para esse valor de 7, porém com ¢(0) = —7/2,
obterfamos um periodo de T" = 1 s. Por conta disso, ¢é
importante manter as condi¢oes iniciais fixas em cada
simulacao.

Aumentando mais o pardmetro -y, obtemos a proxima
duplicacao do periodo em ~ = 1,0818, com a mesma
precisao do exemplo anterior. O resultado é apresentado
na Figura [7]

A Figura [7] evidencia movimento periédico com pe-
riodo T' = 4 s. Continuando esse processo, encontramos
que, para v = 1,0825, o periodo é novamente duplicado
(T = 8s). Para v = 1,0827 temos mais uma duplicagdo
de periodo (T = 16 s). Os resultados obtidos até agora
estao condensados na Tabela Il

Pelo exposto, vé-se que o periodo duplica para incre-
mentos Ay cada vez menores do parametro -, indicando
que essa sequéncia é convergente. Os resultados da
Tabela [I] podem ser usados para fazer uma primeira
aproximagdo do ntimero de Feigenbaum pela Eq. ,

15
< 9 T =4s
g
=
3
35 36 37 38 39 40
30 20 40

t(s)

Figura 7: Evolucdo do péndulo amortecido forcado para v =
1,0818.

Tabela 1: Evolu¢cdo do periodo do movimento em funcdo do
parametro ~.

v T(s) Ay
1,0650 2 -
1,0818 40,0168
1,0825 8  0,0007
1,0827 16 0,0002
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apesar de que, a rigor, a relacdo s6 é valida para
{};n — oo. Fazendo a conta para os trés tltimos
valores desse pardmetro, obtemos

1,0825 —1,0818 0,007
11,0827 — 11,0825  0,0002 =35 )

Apesar da falta de precisao, essa estimativa concreta
ajuda na compreensao do significado da constante de
Feigenbaum. Como a sequéncia de valores de A~y é
convergente, podemos concluir que, com a variacao de
v, estamos duplicando o periodo do péndulo diversas
vezes, até um ponto em que A~ tende a zero, significando
que fazemos infinitas duplicacées do periodo em uma
variacdo A~ tendendo a zero. Infinitas duplicagées do
periodo implicam em um periodo infinito, ou seja, caos.

A literatura aponta que o limite da sequéncia da
Tabela 1 ocorre para . = 1,0829, onde 7. é o valor
critico ou limiar para a ocorréncia de caos no sistema do
péndulo amortecido forgado [29] p. 475]@ Nesse caso, o
periodo tem um valor infinito T' = oo, de forma que o
movimento nao se repete.

3.3. A sensibilidade as condigdes iniciais em um
coeficiente: o expoente de Lyapunov

Vimos até aqui que sistemas cadticos possuem hipersen-
sibilidade a variagoes nas condigOes iniciais, mesmo que
essas variagoes sejam muito pequenas. Se compararmos
a trajetoria de dois sistemas idénticos que apenas dife-
rem muito pouco nas suas condigoes iniciais, podemos
quantificar sua divergéncia pelo expoente de Lyapunov,
designado pelo simbolo A. Para compreendermos a logica
subjacente a esse coeficiente, comegamos expressando
sua definicdo em sistemas discretos. Um sistema dina-
mico discreto é representado por uma fungdo matema-
tica que mapeia seu estado em certo instante para o seu
estado no instante seguinte, em um conjunto discreto
de valores possiveis. Um exemplo famoso é o mapa
logistico, muito utilizado na modelagem de sistemas que
descrevem a dindmica populacional. Nesses casos, vamos
supor que a diferenca d entre as trajetorias dos sistemas
comparados, a cada iteragdo n, seja proporcional a
diferenca na iteracdo imediatamente anterior, ou seja,

|dnt1| = aldy,|, onde a é uma constante. Desse modo,
podemos escrever, por exemplo, |da| = aldy|, |di]| =
aldo|, |d2| = a?|do|, ou seja, |d,| = a"|do|. Usando

propriedades de logaritmos, podemos escrever |d,| =
e’ |dp|, onde o expoente de Lyapunov é dado por A\ =
In a [30, p. 358]. Um valor de A > 0 indica que o sistema é
sensivel a condi¢bes iniciais, pois as pequenas diferencas
entre dois sistemas crescem exponencialmente, podendo
haver a ocorréncia de caos; caso A < 0, o sistema pode ser
entendido como estacionario ou periodicamente estavel.

13 Na referéncia indicada, os valores para 71, ..., 74 sio levemente
diferentes do valor que chegamos, possivelmente em funcdo do
método de integracdo numérica.
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A determinacao do expoente de Lyapunov para siste-
mas continuos descritos por equagoes diferenciais é mais
complexa, especialmente quando a solugdo analitica nao
é conhecida, como no nosso caso. Nessa situagdo, o ex-
poente de Lyapunov mede o comportamento assintético
médio da taxa de expansdo/contragdo local dos eixos
de uma hiperesfera infinitesimal de estados centrada nas
condigoes iniciais do sistema [3T, p. 245]. Estd além do
escopo deste artigo propor métodos de integragao com-
pativeis com essa definicdo. Entretanto, como temos fins
didéticos, podemos fazer uma aproximac¢ao com o caso
discreto mencionado no paragrafo anterior. Tal aproxi-
magcao nos permitird determinar o sinal do expoente de
Lyapunov, nao seu valor propriamente dito, porém essa
informacéo é suficiente para evidenciar a possibilidade
de caos no sistema. Em analogia com o caso discreto,
nossa defini¢do tem a seguinte forma (ja empregando as
varidveis do péndulo amortecido for¢ado):

Ag(t) = Ag(0)e™, (5)

onde A¢(t) = ¢1(t) — ¢2(t) é a diferenca na posicao
angular de dois sistemas que diferem inicialmente pela
quantidade pequena A¢(0). Linearizando a Eq. ,
obtemos:

x(t) = At + In(A¢(0)), (6)

Onde z(t) = In(¢1(t)—p2(t)). Observe que, no formato
da Eq. (6), A é o coeficiente angular e In(A¢(0)), o coefi-
ciente linear de uma reta. Nesse grafico, uma inclinagao
positiva/negativa indicard que o expoente de Lyapunov
é positivo/negativo. Como os sistemas estudados sao
altamente sensiveis as condicbes iniciais, esse método s6
tem sentido para pequenos intervalos de tempo, ji que o
proprio erro numérico decorrente dos arredondamentos
realizados pelo computador pode ser entendido como
uma pequena variagdo nas condi¢es iniciais. Desse
modo, o método que usaremos para avaliar A nao é ade-
quado para pesquisas que demandam precisao. Existem
métodos avancados de integragdo numérica usados por
cientistas para resolver esse problema [31], B2]. Nosso
objetivo aqui é apenas proporcionar uma compreensao
conceitual dos efeitos desse expoente em situacoes de
ensino de Fisica.

Podemos usar o Insight Maker para simular as traje-
torias ¢1(t) e ¢po(t) de dois sistemas que diferem apenas
pelas condigoes iniciais duplicando o diagrama de blocos
usados para estudar o péndulo amortecido forgadﬂ
Nossa primeira simulacao foi feita usando as condigoes
iniciais dos exemplos anteriores, porém com o pardmetro
~ na regiao de caos, isto é: v = 1,2 > ~.. Além disso,
usamos uma pequena variagdo de A¢(0) = 0,25° Os
resultados sdo mostrados na Figura [8

A Figura a) indica que uma pequena divergéncia
na condi¢do inicial dos sistemas provocou diferencas

14 O diagrama estd disponivel em [33].
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Figura 8: (a) Comparacdo das trajetdrias ¢1(t) e ¢2(t) com
v = 1,2; (b) x(t) com inclinacdo positiva, indicando que o
expoente de Lyapunov tem esse mesmo sinal.

12
0 10 20 0 6 12
t(s) t(s)
<9
E -5
15
(b) = x
=3
I
& 25
T 9% 10
\ 20 0 6 12

t(s) t(s)

Figura 9: Simulacbes com v =1,5 (a) e y = 1,6 (b).

significativas na previsao dos modelos em pouco tempo
de simulacdo. Esse resultado era esperado porque o
parametro «y é maior que o limite para haver caos. Se ndo
soubéssemos esse fato de antemao, precisariamos esperar
cerca de 10 segundos de simulagao para perceber que as
trajetérias dos sistemas divergem. Entretanto, o grafico
na Figura [§(b) nos mostra desde o inicio da simulagio
que esse resultado aconteceria. Isso fica claro porque x(t)
tem inclinacao positiva até esse instante, indicando que
o coeficiente de Lyapunov é positivo.

Vimos que a partir de 7. = 1,0829 o péndulo
amortecido passa a apresentar caos. Entretanto, isso nao
ocorre para todos os valores v > ~.. De fato, sabe-se que
sistemas cadticos alternam intervalos de caos com outros
de movimento periédico. Podemos evidenciar isso com o
Insight Maker testando para os valoresy =1,5ev = 1,6
e usando o restantes dos parametros como na simulacao
anterior. O resultado est4 na Figura [9]

A Figura @(a) evidencia que, aumentando o parametro
até v = 1,5, o sistema permanece apresentando caos,
com expoente de Lyapunov positivo, como na Figura 3]
Entretanto, aumentando o pardmetro mais um pouco,
obtemos solugdes periédicas (T = 3 s) estaciondrias,
de forma que o parametro v = 1,6 e seu entorno se
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constitui em uma “ilha de ordem”, como evidenciado
pela Figura @(b) Prosseguindo aumentando o parametro
v, seguem-se mais regioes alternadas de caos com regides
periddicas, que se tornam cada vez mais raras a medida
que o parametro aumenta.

4. Consideragoes Finais

Neste artigo, exploramos o software Insight Maker como
uma alternativa para estudar sistemas nao-lineares com
fins didaticos. Como exemplo de aplicacido, estudamos o
modelo do péndulo amortecido forcado e exploramos a
rota para o caos via cascata de duplicacdo do periodo.
Isso foi feito iniciando por consideragoes sobre a nogao de
causalidade e determinismo, que propagam a concepgao
equivocada de que eventos naturais sao sempre previsi-
veis & luz das leis da Fisica. As implicagoes dessas ideias
foram gradualmente testadas na andlise do movimento
pendular, iniciando pelo teste de sensibilidade as con-
digoes iniciais do seu movimento quando descrito pelo
modelo de péndulo simples. Os resultados da simulagao
atestaram a previsibilidade do evento quando descrito
por esse modelo. Entretanto, para um sistema apenas um
pouco mais complexo, como o péndulo sujeito ao arrasto
do ar e uma for¢a externa periddica (descrito pelo
modelo do péndulo amortecido forgado), verificamos
que 0 movimento passa a nao ser previsivel sob certas
condigoes, apesar de ser deterministico e obedecer as
leis de Newton. Observamos que o sistema evolui para
o caos duplicando seu periodo, de acordo com uma
variagao de seus pardmetros que obedecem de forma
aproximada a relagdo empirica de Feigenbaum. Por meio
de uma analogia com o caso discreto, avaliamos o sinal
do expoente de Lyapunov em situacoes de movimento
cadtico e periddico, obtendo resultados coerentes.

Em termos do seu potencial no ensino de Fisica, a
atividade se mostrou frutifera para fomentar discussoes
em nivel qualitativo e quantitativo sobre as implicagoes
da quebra da previsibilidade, mesmo em fendmenos sim-
ples como o movimento de um péndulo. Em uma tnica
atividade, fornecemos subsidios para que os estudantes
aprendam ciéncias (conceitos de mecénica e de dindmica
nao-linear) e sobre ciéncias (elementos de filosofia da
Ciéncia, como causalidade e determinismo) [34].

Por fim, os resultados atestaram a viabilidade e
potencialidades do estudo de sistemas nao-lineares pelo
Insight Maker no contexto de ensino. Em particular, des-
tacamos a facilidade de implementagao dos codigos via
construgao de diagrama de blocos, que requerem poucos
conhecimentos de programacgao, bem como a geracao
automatizada de resultados pelas séries temporais.

Material suplementar

O seguinte material suplementar esta disponivel online:

Utilizando o Software Insight Maker na Pratica.
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