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Neste trabalho, concentramo-nos em um método especifico na teoria de perturbagao, o método das escalas

multiplas.

Desenvolvido na mecanica cldssica para o tratamento de equagdes diferenciais nao-lineares, este

método é aplicado como uma ferramenta matematica na descrigdo de efeitos perturbativos em vérios sistemas
fisicos. Desta forma queremos mostrar a aplicagdo deste método, tanto no contexto cldssico como quantico

utilizando a equagao de Duffing.

Palavras-chave: métodos assintéticos, método das escalas multiplas.

In this work, we focus on a specific method of perturbation theory, the method of multiple scales. Devel-
oped in classical mechanics for the treatment of non-linear differential equations, this method is applied as a
mathematical tool in the description of perturbative effects in several physical systems. Therefore, in order to
exemplify this method, we apply it to the Duffing equation both in the classical and quantum contexts.
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1. Introdugao

O método das escalas multiplas (MEM) é um dos
métodos assintoticos de grande eficiéncia. Seus desen-
volvimentos principais incluem oscilacées nao-lineares,
problemas de camadas limites, dinamica dos fluidos,
aerodindmica e a teoria de movimento de astronave [1].

Diretamente, podemos dizer que o MEM tem como
idéia central a transformacao das equacgoes diferenciais
do problema a ser abordado, sendo ela linear ou nao,
em uma série de equagoes diferenciais lineares soliveis
de forma interativa.?

E importante ressaltar que este método nao se res-
tringe apenas aos dominios da fisica classica, mas pode
ser aplicado, considerando-se modificagoes adequadas,
em problemas no campo da mecanica quantica, com o
propdsito de se obter solugoes, tanto das equagoes de
Heisenberg como da equagao de Schrodinger [2].

Em problemas relacionados a éptica quantica, por
exemplo, o0 MEM permite estudar de forma analitica
o efeito da modulagao da amplitude em um feixe
monocromatico, produzido pela excitagao de um mo-
delo de atomos acoplados através de dois lasers com
freqiiéncias diferentes [3] como também em problemas
relacionados com a interacao e quantizacao em cavi-
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dades quanticas com paredes oscilantes [2].

Em especial, aplicamos o MEM na solugao de
equagoes diferenciais lineares diretamente no problema
de evolugao temporal das solugoes dinamicas do tipo os-
cilador harmonico, tanto no tratamento classico como
quéantico (eq. Duffing) [3,4].

O MEM é um poderoso método perturbativo, pois
analisa quantitativamente os comportamentos fisicos
caracteristicos em diferentes escalas de tempo associ-
adas a um dado sistema dinamico.

2. Meétodo das escalas mutiplas

Portanto, nesta secao, vamos considerar uma breve
revisao dos aspectos gerais do MEM em problemas
de fisica cldssica e quantica. Em geral, para as
equagoes diferenciais de sistemas nao lineares, utilizam-
se métodos assintéticos para se obter suas solucoes
aproximadas [5-7]. Um exemplo interessante é o do
movimento oscilatério unidimensional sob agao de uma
forga restauradora (sistema massa-mola). Para este sis-
tema consideramos a equagao para a posicao u do os-
cilador, dada na forma geral

i+ f(u) =0, (1)

2Interativa no sentido que as solugdes sido obtidas de forma, recorrente, ou seja, a correcio em primeira ordem depende da solugio
em ordem zero; a correcao em segunda ordem, depende das corregoes de ordem zero e um e assim sucessivamente.
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onde f(u) pode ser uma fungdo linear ou ndo. Da
equacao acima podemos assumir equagoes do tipo os-
cilador harménico, equagao de Duffing etc. Portanto
f(u) é um caso geral onde podemos identificar o tipo
de linearidade que a equacgao diferencial pode assumir
em um determinado sistema fisico.

Consideremos entdao os dois casos descritos pela
equacgao de Duffing, sua versao classica e quantica.

2.1. Equacao de Duffing classica

A equacdo de Duffing apresentou-se como um modelo
fisico concreto para a aplicacdo do método das escalas
multiplas. E uma equacao importante no problema de
oscilagoes nao lineares [8], como por exemplo no estudo
do oscilador anarmoénico de massa unitaria (p = ),
cuja hamiltoniana esta dada por
) 2
H(w,p) = 5 + 5 +eo', (2)
2 2
sujeito a condicao ¢ <« 1. Vamos aplicar o método
das escalas multiplas para um determinado problema
de valor inicial. As equagbes do movimento deste sis-
tema sao dadas por

dx

E:{mvH($>p)}:p7 (3)
D HE ) = et ()
(K, HY} = OKOH 0K OH

or op  Op Oz’

onde {g(x,p), H(x,p)} sdo parénteses de Poisson.® O
sistema de equagoes diferenciais lineares de primeira or-
dem (3))-(4) pode ser reduzido a uma equagao diferen-
cial de segunda ordem, conhecida por equagao de Duf-
fing. Temos, entdo, para o sistema (2)) a equagao

d*x 3

ﬁ+x+45x =0, (5)
onde z(t) é a varidvel cldssica para a posi¢do. Para a
Eq. (5) consideremos, por exemplo, as condigbes inici-
ais

z(0) =1, z(0) = 0. (6)

Nesta primeira andlise, utilizamos uma solucao usual
para a equacao de Duffing usando uma série de
poténcias em termos do parametro ¢ [1], ou seja

x(t) = Zenxn(t). (7)

Substituindo esta série na Eq. (5) obtemos as equagoes
de ordem zero e um para o parametro &
d2.’L‘0
dit?

4+ x9 =0, (8)

30 parénteses de Poisson de u e v pode ser definido como {u,v} =

conjugadas [9].

Lara e Carmo

d2$1

dt?
onde nao modificamos a ordem das derivadas, mas clas-
sificamos perante sua ordem de perturbacao . Assim
a solugao geral para a Eq. (8)) é da forma

+ oy = —dad, (9)

xg = Acost+ Bsent, (10)
e com as condicoes iniciais obtemos a solugao
xo(t) = cost. (11)

Logo, substituindo a Eq. (II) na Eq. (9) obtemos a
equacao
i1 +x = —4cos®t, (12)

onde na Eq. (12) fazemos uso das seguintes identidades
trigonométricas

cos(a 4+ b) = cosacosb — senasen b

sen (a 4+ b) = senacosb+ senbcosa,

para simplificar o termo ndo homogéneo da equacao
diferencial. Dessa forma temos

—4cos®t = — cos 3t — 3cost,

que, substituido na Eq. (12), resulta na equagao dife-
rencial nao homogénea na forma

&1 4+ x1 = —cos 3t — 3cost. (13)

Mediante as condigdes iniciais (6) obtemos uma solugao
particular da Eq. (13)

1 1 . 3
——cost+ —cos®t — ~tsent. (14)

Ty =73 2 2

Facilmente verificamos que a solugdo (14) possui um
termo secular dado por tsent. No limite ¢ — oo, a
solucao particular é divergente, contrariando a condig¢ao
fisica de que o sistema, expresso pela Eq. (5), tem uma
energia finita: o sistema nao estd acoplado com nenhum
potencial externo e portanto pode ser tratado como um
sistema isolado com energia constante Ejy
.2 2
H(z,p) = % + % + ezt = Ey.

Justificada a condigao fisica para eliminarmos termos
seculares, podemos considerar a expansdo (7) sob o
ponto de vista das escalas multiplas.

A idéia principal é aplicar uma transformacdo na
equacao diferencial em estudo, sendo ela linear ou nao,
gerando uma série de equacgoes diferenciais lineares
acopladas. Para tornar mais explicito esta definicao,
o método define n varidveis T;, de tempo, dadas por

T, =e"t, (15)

Ou_ Ov du  Ov X Lz Lt qiA s
i Bz, Op; Tpi Bz; onde T; € p; sao variavels dinamicas
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onde estas varidveis sao interpretadas como diferentes
escalas de tempo (multiplas escalas) e tomadas como in-
dependentes, desde que o parametro € assuma um valor
pequeno, € K 1.

Para estas diferentes escalas de tempo, observamos
que a derivada total na variavel ¢t também deve ser rees-
crita em termos das derivadas parciais de T;, na forma

d _dly 0 dlhy 0 dT, 0

dt ~ dt 9T, dt 0Ty ' dt 0Ty
d
% :D0+ED1 +52D2+... (16)
d2
yri D3 4 2eDoDy 4 *(D} +2DgD3) + ..., (17)
an

As derivadas sao separaveis pela expansao dos termos,
de acordo com diferentes ordens de poténcias de e.
Procurando uma solugao aproximada para o proble-
ma até correcoes de primeira odem no pardmetro &%
tomemos z(¢,e) como uma funcdo das varidveis inde-
pendentes Ty e T1, onde T = &t, na forma

z(t,e) = Xo(Ty, Th) + eX1(To, Ty) + O(?).  (19)
Substituindo a solugao (19) na Eq. (5), tomamos para
cada uma das ordens em ¢ as correspondentes equagoes
diferenciais

92X,

Kl + Xo =0, (20)
92X, 92X,

X, = —4X3 -2 ) 21
BTz T T TN T S (21)

Note que utilizamos a mudanga de escala também nas
a2 a2

adTg = Dje aTgaT1 = 2DoDx,
conforme a Eq. (17). Com este reescalonamento a re-
solucao da Eq. (20) é bastante simples e sua solugao é
dada na forma

ordens das derivadas

XO(T07 Tl) == A(Tl) COS TO + B(Tl) sen T(), (22)
substituimos a Eq. (22) na Eq. (21)), considerando as
amplitudes A(Ty) e B(T1) como termos dependentes
apenas de T; (as solugdes estdo sendo consideradas
até primeira ordem). Resolvendo de forma explicita
a Eq. (21) temos que

2
X
%T; + X, = —4[A(T}) cos Ty + B(Ty) sen Ty]?
0
32
—2———[A(T sTy + B(T: T
aToor; AT cosTo + B(Th) sen Ty,
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que pode ser reescrita na forma
0’X
8T21 + X1 = [B3(T) — 3A%(T1) B(T1)] sen 3T,

— [A%(Ty) — 3B*(T1) A(T1)] cos 3T
l:SA(Tl)B2(T1) + 3A3(T1) + 28@;1 ):| COST()

0A(Ty)
0T

Para determinarmos as amplitudes A(Ty) e B(T11),
é necessario identificar os termos seculares. No en-
tanto, o que sao estes termos seculares? Uma res-
posta plausivel é verificada quando primeiramente es-
tamos buscando solugoes que nao divirjam para tem-
pos t > 0, pois interessa-nos solucoes regulares para o
nosso problema. Estes termos podem ser identificados
e entendidos fazendo-se uma analogia ao problema da
ressonancia em um oscilador harmonico de frequéncia
w sujeito a agao de uma forca externa gcospt, cuja
frequéncia da forga aplicada ¢ iguala-se a frequéncia
natural do oscilador. Para este sistema temos a equacao
do movimento para a posicao y dada por

— [3B(T1)A2(T1) +3B3(Ty) — 2 ] sen Ty.

ij + w2y = gcos t. (23)
A solucao da equacao homogénea é igual a
yn(t) = aisen wt + as cos wt,

onde a; e as sao constantes arbitrarias. A solucao par-
ticular y, é uma funcao do tipo tsent e ¢, onde a
independéncia linear é respeitada. Entao a solugao par-
ticular da equacao diferencial (23)) tem a forma

Yp = %tsen ot. (24)

Da solucao (24) observamos que, no decorrer do tempo
t, a amplitude do oscilador aumenta até alcangar uma
amplitude limite, na qual o sistema colapsa antes da
oscilagao se tornar infinita [10]. E justamente este tipo
de comportamento que deveremos eliminar na aplicagao
do método das escalas multiplas, pois sao os termos
seculares que levam as solugoes nao regulares e devem
portanto ser iguais a zero. Mediante esta justificativa,
fica claro que os termos que envolvem sen Ty e cos Ty,
sao parte da solucao da equacao homogénea associada.
Com isto chegamos as seguintes equagoes seculares para
A(Tl) € B(Tl)

dB(Tl) o 3 3 9
dT1 = _§A3(T1) - iA(Tl)B (171)7 (25)
dA(Ty) 3 3
T =5 BT + 5 B(T)A*(Th). (26)

Multiplicando a Eq. (25) por B(T}) e (26) por A(Ty)
estas equagoes podem ser reescritas na forma
1dB*(Th)

5 dlY Tl)B(Tl) JrA(Tl)B?’(Tl)],

= ¥

4Pois para correcdo de ordem zero € = 0, tem-se Tg = ¢, ou seja, ndo esta incluido o efeito anarménico expresso pela equacdo de
; dT: = L
Duffing. Para isto deveremos ter pelo menos, £ = Tfl << 1, correcao em primeira ordem.
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;‘Mjgl) - 2[33(T1)A(T1) + B(Ty)A*(Th)],

e somando-se estas duas equagoes, encontramos que

VBT | 1dAXT)
2 dIy 2 dny
ou
dC(Th)
= 2
o, (1)
onde C(T1) esta definido como
1
C(h) = §[A2(T1) + B*(Th)). (28)

Portanto C(7T7) é uma constante de movimento, de
forma que atua como um invariante do sistema em
relacdo a escala de tempo T;. Assim, reescrevemos as
Egs. (25) e (26) em termos de C'(T7) de tal modo que

dB(Ty)

- = —3COAM) (29)
dA(Ty) _

o = 3COB(T), (30)

onde C(0) = % ¢ obtido a partir das condiges (6)
juntamente com as Eqgs. (22) e (28)). Consequente-
mente, as amplitudes A(T1) e B(T1) sdo dadas por
A(Ty) = cos(3T1) e B(Ty) = —sen(2T1) que subs-
tituidas na equacao diferencial descrita em termos de
X, fornecem a solugao particular, sem o termo secular,

1 9
Xl(To,Tl)p = § COS[(3T0 + §T1)], (31)
como também a solugio geral para Xo(To,T1),
3
Xo(To, Tr) = cos|(To + 5T1)] + 0@E?). (32

Portanto, o efeito anarmonico atua na correcao de or-
dem um, ou seja, ha uma mudanca pequena na ampli-
tude identificada pelos coeficientes A(T1) e B(T1), que
substituidas na Eq. (22) temos a solugao (32). Final-
mente, com as solugoes das Egs. (22)) e (31) temos para
correcao final em primeira ordem a seguinte solugao
geral

2(t,€) = cosl(t-+ o) + ¢ cos{(3t-+ 5et) +O(). (33)
Podemos verificar que a solugao (32)) é coerente com a
solugdo direta na Eq. (14) a menos do um fator se-
cular. Vamos prosseguir entao a nossa andlise para a
equacgao de Duffing, agora para o caso quantico onde as
coordenadas escalares dao lugar aos operadores posicao
Z e momenta p, conforme os principios da quantizacao
canonica.
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2.2. Equacgao de Duffing quantica

O analogo quantico do sistema cldssico abordado na
secao anterior estd definido pela equagao de Duffing
quéntica na forma

2 A

&z + & +4ei® =0, (34)

dt
e do mesmo modo que no caso classico, é necessério
estabelecer as condigoes iniciais para o problema. A
Eq. (34) pode ser deduzida a partir do operador Hamil-
toniano

1 1
H= 5152 + 5:32 + e3?, (35)

na representacgao de Heisenberg e eliminando o operador
momento p de modo similar ao procedimento realizado
no caso cldssico. Além disso, temos que #(0) = & e
p(0) = po com a relagdo de comutagio canénica
[Z0, Po] = ih. (36)
Aplicamos o método das escalas multiplas como solugao
geral do operador posi¢ao &(Tp,T1), ou seja,
#(To, T1) = Xo(To, T1) + eX1(To, T1) + O(e?),  (37)
de forma que o operador posicao do oscilador agora
depende explicitamente de duas escalas de tempo in-

dependentes. Substituindo a Eq. (37) na Eq. (34) e
separando os termos das diferentes ordens de ¢, resulta

92Xy 4
X =
5z + X0 =0, (38)
¢ 2 v 2 v
#2X1 L. 02X,
21 L% = —4X3 -2 . 39
orz T 0" 2 OToT (39)

A solucdo da Eq. (38) é bastante simples e de modo
similar ao caso classico é dada na forma

Xo(Ty, Ty) = A(Ty) cos Ty + B(Ty)sen Ty, (40)

e de acordo com a Eq. (40) escrevemos também o ope-
rador momento em fungao de Ty e 77 como

Py(Ty, Ty) = B(T1) cos Ty — A(Ty) senTy.  (41)
A diferenga fundamental entre o sistema classico e
quéntico é que os termos independentes de Ty sao
agora operadores e satisfazem a relagao de comutacao

canodnica

A, B(ry)] = in. (42)
De acordo com as Eqgs. (40) e (41) devemos ter para os
operadores A(Ty) e B(T1) as condigoes iniciais
A(0) =0, B(0) = fo.
Substituindo a solugao (40) na Eq. (39) temos para o
operador X1, a equagao

PX1 A 3
721 + X, = —4[A(Ty) cos Ty + B(Ty) sen Ty]?
ITE
02 . -
_ 2M[A(Tl) cos Ty + B(T1) sen Ty,
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que com a ajuda da relacdo de comutacao (42) pode ser
reescrita na forma

PX, . ,
o7z = [33(T1) - F(Tl)} sen 37T
- {AS(Tl) - C;'(Tl)} cos 3Ty
- G(T1)+3A3(T1)+283(T1) os Ty
T,
— | F(Ty) + 3B%(Th) _ 240 en Tp.
T,

onde F(T1) = A(Th) B(Th) A(Ty) + A(T) A(Ty) B(Th) +

BI)AM)AT) e G(T) = B(T)AMT)B(TY) +
B(Tl)B(Tl)A(Tl) + A(Tl)B(Tl)B(Tl) Para determi-
narmos os operadores amplitudes A(T}) e B(Ty), é
necessario identificar os termos seculares. O que é tri-
vial, pois como no caso cldssico também recaimos nos
termos que envolvem sen T e cosTy. Com isto chega-

mos a uma relacao do tipo

) _ Lsd(my) - B AT BT
— B(Ty)B(Ty)A(Th) — A(T1) B(T1) B(Tv)),
(43)
L) _ LB + AT B A(T)
+ A(Ty)A(Ty) B(Th) + B(Ty)A(Ty)A(Ty)].

(44)

Estas equagoes podem ser reescritas definindo um ope-
rador C'(T1) como,

N 1 - A

C(T) = 5 (A%(Th) + B*(Th)), (45)
pois, aplicando B(T}) na Eq. (43) e A(T}) na Eq. (44)
e somando-as mutuamente, obtemos uma equagao para
o operador C(T7) na forma

dC(Th)
dTy

—0. (46)

Assim, utilizando as relagoes de comutagdo canodnica
expostas pelas condigoes iniciais e pela equagao de co-
mutagdo em (42)), podemos reescrever as Eqs. (43) e
(44) de um modo mais simplificado, utilizando a forma
da Eq. (45) para o operador C(Ty ). Ainda observamos

que ele é uma constante, tal qual C(7T}) = &. Logo

dB(TY) 3.
A = 2 Al (a7
L)~ B, (19)
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onde [&, A(TY)]+ e [&, B(T1)]+ sdo conhecidos como
anticomutadores [4]. As solugdes para estas equagoes
diferenciais sao dadas por

A(Ty) = A(0) cos 3aTy + B(0) sen 3617, (49)

B(Ty) = B(0) cos 3&¢Ty — A(0) sen 3&T7, (50)
e de acordo com as condigoes iniciais, a solu¢ao para
Xo(T1,Tp) é tal que
Xo(T1,To) = [A(0) cos 3&Ty + B(0) sen 36T} ] cos Ty
+ [B(0) cos 3&Ty — A(0) sen 3&Ty] sen Tp.
Uma vez que T7 = €Tp, podemos reescrever a solugao

utilizando o ordenamento de Wely [11] (ver apéndice A)
na forma

. %o cos(To + 3edTy) + cos(Ty + 3eaTy)Zo

Xo(hh, To) = 2cos(3eTp )
L po sen (Ty + 3eaTy) + sen (To + 3e&To)po
2cos(3eTp )
+ O(e?). (51)

O método pode ser aplicado a qualquer sistema
dindmico e fornece uma solugao aproximada para des-
crever o comportamento do mesmo, ao menos nos
primeiros instantes do movimento.

3. Conclusao

Em sintese, mostramos que o método das escalas
multiplas transforma as equacoes diferenciais do pro-
blema a ser abordado, sendo ela linear ou nao, em uma
série de equacoes diferenciais lineares soluveis de forma
interativa. Como vimos, a identificacao das ordens
de perturbacdes do problema fornecem os elementos
necessarios para a correta determinagao das equagoes
diferenciais. Para a equagao de Duffing, apresentamos
um valor muito pequeno para a perturbacao (¢ << 1),
cujos efeitos estao inteiramente determinados por suas

amplitudes A(T7) e B(T1).

A Ordenamento de Wely

De acordo com as solugoes (49) e (50) vamos utilizar o
ordemento de Wely para o produto de operadores

A(Ty) = A(0) cos 36Ty + B(0) sen 3417, (52)

B(T)) = B(0) cos 3aTy — A(0) sen 3T, (53)

onde utilizaremos uma nova notacdo: W[Zof(&T1)],
onde A(0) = Zg e f(&T}) uma funcio. Nosso objetivo
agora € a simplificagao formal da solucao e para voltar a
reescreve-la em uma forma fechada. Os senos e cosenos
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sao combinagoes lineares das funcoes exponenciais, as-
sim, primeiramente vamos considerar o ordemento de
Wely como uma expansao de operadores como

A 1
W(igedT) =W [@0 <1 +&T) + 5(aTl)z + )] ,
(54)
Para cada poténcia de T} nos ordenamos os operadores

para comutar com &g simetricamente. Assim podemos
identificar os seguintes produtos de operadores

R R 1, . .
W(l’o) =Ty = 5(.%0 + xo)

.. 1. . .. h & &,
W(zo&) = i(xoa + azp) = i(xoﬁ + giﬂo)

o Rl [ 1 &z 1\ .
W(m0a2) = ? |:£L’0 <h2 — 4> + (hQ - 4> (EO:|

e seguem as demais ordens. Generalizando, nés identi-
ficamos alguns polinémios de Euler [12], assim o orde-
namento de Wely pode ser escrito na forma compacta
como

(ioedTl + edTl i’O

2cosh(T11/2)

logo utilizando a transformacdao da exponencial em
senos e cosenos obtemos

W(igedT) = (55)

T cos 3&T + cos 3&T 1 Tg

t 3aTy) = 56
W&o cos 3T1) 2 cos(3111/2) (56)
R . Tosen3ad) + sen3aT T
send3ad) = 57
W(Zosen3aTh) 2 cos(311h/2) (57)
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